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RESUMEN 
En este trabajo se presentan dos esquemas numericos nuevos para la simulaci6n 
tridimensional de flujos transitorios de fluidos homo gene os a superficie libre. El 
prop6sito de estos, esquemas es el de incrementar el maximo intervalo de caIculo que 
puede ser utilizado garantizando estabilidad en la soluci6n, con relativa economfa de 
calculo. 
La maxima utilidad de estos esquemas se consigue cuando se simulan cuerpos de agua 
en donde la profundidad del dominio de caIculo es mucho menor que las otras 
dimensiones el dominio. En estos casos, el tamafio de la malla en la direcci6n vertical 
se constituye, seglin el criterio Courant-Friedri~hs-Lewy, en ellimitante del maximo 
tamafio del intervalo de calculo que puede ser empleado por un esquema explfcito. Si 
se emplea un esquema implfcito,. no hay limitante aI intervalo de caIculo, pero el 
a1goritmo de soluci6n es complejo y el modelo resultante no es computacionalmente 
econ6mico. 
Los esquemas semi-implfcitos que se' presentan consiguen independizar el tamafio 
maximo de calculo del tamafio de la malla en la direcci6n vertical. Para conseguirlo, se 
emplea una discretizaci6n mixta de las ecuaciones que describen el fen6meno, 
consistente en discretizar en forma expHcita los terminos de las ecuaciones que 
continenen derivadas en el plano horizontal y en forma impHcita los terminos de las 
ecmiciones que contienen derivadas en la direccion vertical. De esta manera, se consigue 
que el intervalo crftico de caIculo dependa del tamafio de la malla en el plano horizontal, 
el cual puede ser dos 0 tres 6rdenes de magnitud mayor que el tamafio de la malIa en la 
direccion vertical, sin la necesidad de resolver los grandes sistemas de ecu~ciones dpicos 
xi 
de los esquemas implfcitos. 8610 se requiere resolver pequefios sistemas tridiagonales. 
En este trabajo se presentan las ecuaciones constitutivas del flujo de fluidos 
incompresibles, con las modificaciones que pueden hacerse para el caso de grandes 
cuerpos costeros de agua. 8e dan detalles del metoda numerico empleado y del 
algoritmo de soluci6n. Finalmente, se presenta el proceso de validaci6n del modelo a 
traves de comparaci6n con una soluci6n anaHtica y de comparaci6n con datos 
experimentales. 
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1. INTRODUCCI6N 
En el desarrollo de la especie humana ha sido siempre de vital importancia el 
conocimiento del mundo que la rodea. S610 de esta manera el hombre ha podido ajustar 
el ambiente a sus necesidades 0 acomodarse a las condiciones que elle impone. 
Muchos de los fen6menos naturales han sido, por 10 menos parcial mente, comprendidos 
por el hombre, quien ha logrado representar algunas de las leyes ffsicas que los rigen 
mediante ecuaciones diferenciales parciales. La matematica modema ha encontrado 
muchas tecnicas para resolver estas ecuaciones en forma analftica, pero su aplicaci6n esta 
limitada algunas veces a problemas lineaIes, algunas otras a problemas con condiciones 
de frontera especiales y, por 10 general, a problemas en donde'los dominios pueden 
representarse por figuras geometric as sencillas. 
Sin embargo, muchos de los problemas de interes en ingenierfa no pueden ser resueltos 
en rigor mediante una formulaci6n analftica debido a su no linealidad, a la irregularidad 
de los contomos del sistema, a la dificultad para involucrar las condiciones de borde, 0 
a heterogeneidades y anisotropfas de la materia. En estos casos existen varias soluciones 
posibl~s como simplificaciones a las ecuaciones que describen los fen6menos 0 a la 
geometrfa del dominio, experimentaci6n con model os ffsicos 0 analogos y simulaci6n 
mediante modelos numericos. 
En los modelos numericos se realizan ciertas aproximaciones sobre funciones 
desconocidas que represent an las variables dependientes y sobre los operadores que se 
aplican a elIas (diferenciaci6n, integraci6n, etc.), con el fin de convertir las ecuaciones 
diferenciales parciales en ecuaciones algebraicas. Estos metodos han adquirido much a 
importancia en las ultimas decadas paralelamente con el desarrollo de los computadores, 
debido a que ofrecen ventajas econ6micas y de tiempo que son muy importantes a la hora 
de realizar predicciones sobre el comportamiento de la naturaleza ante una perturbaci6n 
natural del sistema 0 una perturbaci6n producida por el hombre. 
En el campo de la mecanica de fluidos, el Metodo de los Elementos Finitos (Zienkiewicz 
c 
y Taylor, 1995; Reddy, 1993; Chung, 1978) se presenta como una de las tecnicas 
numericas mas difundidas para resolver ecuaciones diferenciales parciales gracias a las 
posibilidades que brinda para representar adecuadamente el dominio de calculo y las 
condiciones de f~ontera. Esta tecnica consiste en aproximar espacialmente las funciones 
desconocidas de las variables que rigen un fen6meno particular mediante combinaciones 
lineales de funciones conocidas, en donde la soluci6n del problema se consigue al 
determinar los coeficientes de tales combinaciones. Para problemas no permanentes, 
existen varias formas de aproximar las funciones temporal mente, entre las que se 
encuentran las denominadas discretizaciones tiempo-espacio, los esquemas de paso unico 
y los esquemas multipaso (Zienkiewicz y Taylor, 1995). 
Debido a la regularidad del dominio temporal y a su flexibilidad para variar el intervalo 
temporal de caIculo, los esquemas mas empleados son los de paso unico, los cuales se 
dividen a su vez en esquemas expHcitos y esquemas implfcitos. Cada uno de estos tipos 
de esquemas tiene ventajas y desventajas sobre el otro que 10 hacen mas 0 menos 
apropiado para un determinado problema. 
ASI, los esquemas explfcitos tienen la ventaja de producir algoritmos de soluci6n 
. simples, pero con la desventaja de utilizar intervalos de caIculo con tamafio restringido 
para garantizar la estabilidad numerica de la soluci6n segun el criterio Courant­
. Friedrichs-Lewy (CFL). Seg6n esta criterio, el tamafio maximo del intervalo de calculo 
que puede ser empleado es proporcional a la menor dimensi6n de los elementos de la 
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malla espacial utilizada en la discretizaci6n del dominio. 
Por otro lado, los esquemas implicitos no estan sometidos a restricciones en el tamafio 
del intervale de clilculo (son incondicionalmente estables), pero generan algoritmos de 
soluci6n que son complejos y exigen un gran trabaJo computacional, debido a que deben 
resolverse sistemas gran des de ecuaciones simultaneas con matrices dispersas. Mayores 
detalles sobre los esquemas· expHcitos e implicitos se encuentran en la literatura 
especializada como por ejemplo Fletcher, 1991; Lapidus y Pinder, 1982; Abbott y 
Basco, 1989. 
Al emplear un modele tridimensional para simular fen6menos transitorios a superficie 
Iibre en grandes cuerpos costeros de agua 0, en general, en domini os en los cuales la 
profundidad es mucho menor que las otras dimensiones del dominic de clilculo, las 
limitaciones de los dos tipos de esquemas hacen que la simulaci6n sea bastante costosa. 
En el caso de los esquemas explicitos, el intervale de clilculo esta limitado por el tamafio 
de la malla en la direcci6n vertical, que puede ser dos 0 tres 6rdenes de magnitud menor 
que el tamafio de la malla en la direcci6n horizontal. Esto obIiga a la divisi6n del 
periodo de simulaci6n en demasiados intervalos de calculo, 10 que hace demasiado 
costosa la simulaci6n de fen6menos como mareas, donde se requieren simulaciones 
largas. Con los esquemas implicitos se pueden emplear intervalos de calcul0 mayores, 
limit ados s610 por la precisi6n deseada, 10 que permite la utilizaci6n de un numero menor 
de interval os, pero con el inconveniente de que resolver cada intervale de calculo es 
mucho mas demorado que con los esquemas explicitos y requiere mas recursos de 
computaci6n debido ala complejidad del algoritmo de soluci6n. 
Estos inconvenientes han llevado algunas veces a la formulaci6n de modelos 
simplificados como los bidimensionales, 0 integrados en la profundidad, en los cuales 
la direcci6n vertical se elimina (Pinder y Gray, 1977; Koutitas, 1983; Toro, 1985). Rasta 
hace dos decadas, este tipo de model os era el mas utilizado para simular la dinlimica de 
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mare as de cuerpos costeros bien mezclados. Modelos de este tipo permiten obtener 
predicciones bastante precisas del nivel de la superficie Hbre, pero tienen dos desventajas 
principales: la primera es que solo funciona bien en dominios relativamente profundos, 
de tal forma que las variaciones del nivel de la superficie libre debidos a las mareas 
deben ser pequeiios al compararlos con la profundidad de flujo y, segundo, son utHes 
solo cuando no se requiere conocer la estructura vertical del flujo. 
Cuando se requiere predecir aspectos tridimensionales del flujo como estratificaci6n, 
perfiles de velocidad, velocidad vertical 0 corrientes de densidad, se debe emplear algun 
modelo que permita conocer tambien la estructura vertical del flujo. Asi, se han 
desarrollado algl!nos metodos que permiten inferir la estructura vertical del flujo 
analiticamente y acoplarla a una soluci6n bidimensional (Heaps, 1972; Lynch y Werner, 
1987) para obtener una estructura tridimensional de flujo, pero estan limitados a casos 
en donde se pueda predecir de antemano una forma de la estructura vertical del flujo. 
Otra aproximaci6n al fen6meno tridimensional es la formulaci6n de modelos integrados 
en la profundidad por capas, denominados cuasi-tridimensionales (Leendertse et al ,1973; 
Leendertse y Liu, 1975; Kawahara y Nakata, 1983; Marin, 1990). Estos modelos 
tambien permiten eliminar la direcci6n vertical en las ecuaciones, pero disfrazan la 
realidad fisica y' presentan dificultades para obtener el acople entre capas. La principal 
dificultad con estos modelos es que las fronteras ficticias de las capas pueden hacer 
contacto con la superficie libre del agua 0 con el fondo. 
Los tipos de modelos anteriores son utilizados comunmente precisamente por la 
economia computacional que presentan frente a los modelos estrictamente 
tridimensionales, a pesar de la menor calidad en la aproximaci6n. De esta forma, es ideal 
un modelo tridimensional que tenga una exigencia computacional similar a estos 
modelos simplificados. 
4 
Con el prop6sito de combinar las ventajas que ofrecen los esquemas explfcitos e 
implfcitos y obtener modelos tridimensionales con una exigencia co~putacional 
relativamente baja, se pretende implementar en un modelo tridimensional dos esquemas 
semi-implfcitos. Estos esquemas consideran discretizaciones implicitas en la direcci6n 
vertical y discretizaciones explfcitas en la direcci6n horizontal, de tal manera que el 
intervalo maximo de caIculo estara gobemado por el tamano de la malla en la direcci6n 
horizontal. Los esquemasimplfcitos en la direcci6n vertical conducen a la'soluci6n de 
sistemas tridiagonales de ecuaciones, la cual no requiere de un esfuerzo computacional 
grande ya que existen algoritmos eficientes para su soluci6n. 
Esquemas semi-hpplfcitos ya han sido presentadas por autores como Blumberg y Mellor, 
1987 y Koutitas y O'Connor, 1983, pero siempre empleando discretizaciones en 
diferencias finitas para realizar las aproximaciones en el plano horizontal. 
EI trabajo que se presenta, parte de un modelo desarrollado con anterioridad como tesis 
doctoral en la Universidad de Mississippi (Toro, 1994). Dicho modelo soluciona 
numericamente las ecuaciones de conservaci6n de masa y de momentum mediante la 
tecnica del Elemento Eficiente. Con esta tecnica, la discretizaci6n espacial de las 
variables dependientes se realiza mediante funciones de interpolaci6n hfbridas, 
obteniendose un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias cuya variable 
independiente es la coordenada temporal. Finalmente, la integraci6n en el tiempo se 
realiza mediante el esquema explfcito de Lax-Wendroff de dos pasos. 
Para la implementaci6n de los esquemas semi-implfcitos, objeto de este trabajo, se 
conserva la discretizaci6n en el plano horizontal del modelo de Toro, mientras que los 
, . 
terminos de las ecuaciones que contienen derivadas temporales 0 derivadas en la 
direcci6n vertical se discretizan mediante esquemas implfcitos en diferencias finitas. 
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El trabajo se organiz6 de la siguiente manera: En el capitulo 2, se presentan las 
generalidades la formulaci6n matematica de las ecuaciones que gobiernan el flujo 
caracterfstico de los grandes cuerpos costeros de agua. Los detalles son omitidos, por 10 
que se remite al lector a la literatura especializada. Tambien se describe la tecnica 
utilizada para simular los fen6menos turbulentos. 
En el capitulo 3 se presentan las principales caracterfsticas del modelo tornado como base 
y del modelo desarrollado en este trabajo. Dentro de estas caracterfsticas se encuentran 
la tecnica numerica empleada en la discretizaci6n espacial, las caracterfsticas que debe 
tener la malla de caIculo, las condiciones de frontera impuestas y los esquemas de 
integraci6n en el_t}empo. Es en los metodos semi-implicitos presentados en este capitulo 
en donde se encuentra el principal aporte de este trabajo. 
En el cuarto capitulo se hace la validaci6n del modelo desarrollado. En primer lugar, se 
comparan los resultados obtenidos con el modelo mejorado y una soluci6n anaHtica de 
las ecuaciones linealizadas obtenida para el caso de una bahfa anular sometida a la acci6n 
de mareas. Se presenta algUn detalle de la forma en que se consigue la soluci6n analitica, 
de tal manera que esta pueda emplearse en la verificaci6n de otros modelos. Tambien 
se comparan los resultados obtenidos con el modelo y datos experimentales obtenidos 
en el flujo alrededor de un dique. 
Finalmente, se presentan las conclusiones y recomendaciones basadas en los resultados 
obtenidos en el proceso de validaci6n del modelo. 
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2. MODELO HIDRODINAMICO 
En este capftulo se presentan las ecuacioncs que dcscriben el movimiento de los fluidos 
incompresibles, mostrando las simplificaciones que pueden efectuarse para simular el 
patr6n de flujo de gran des cuerpos costeros de agua. Tambien se presenta el tratamiento 
dado al fen6meno de la turbulencia. 
2.1 MODELO FisICO-MATEMATICO. 
EI movimiento de los fluidos es gobemado ffsicamente por los principios de 
conservaci6n de masa y conservaci6n de la cantidad de movimiento cuando los efectos 
termodinamicos pueden despreciarse. 
La ecuaci6n de conservaci6n de masa para un fluido incompresible se obtiene escogiendo 
un volumen difercncial fijo de fluido y haciendo un balance entre el flujo de masa que 
sale y entra pOl' su frontera. EI resultado final se puede expresar en la forma diferencial: 
I 
au + au + aw = 0 (2.1)ax ay az 
en donde u, u y w son los componentes de la velocidad del flujo en las direcciones x, y 
y z de un sistema cartesiano de coordenadas. Por aspectos practicos y sin perdida de 
generalidad, el eje x se define en la direcci6n Oeste-Este, el eje y en la direcci6n Sur­
Norte y el eje z en la direcci6n vertical alejandose del centro de la tierra. 
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La ecuaci6n que expresa Ia ley de conservaci6n de movimiento, 0 segunda ley de 
Newton, para el caso de los fluidos se desarrolla teniendo en cuenta su incapacidad para 
resistir esfuerzos tangenciales sin sufrir una deformaci6n permanente. Se hace un 
balance de las fuerzas que actuan sobre Ia frontera y al interior de un elemento 
infinitesimal de fluido para obtener la siguiente expansi6n de las tres componentes de la 
ecuaci6n de momentum, teniendo en cuenta que las fuerzas masicas solo actuan en la 
direcci6n del eje z: 
Ecuaci6n de Momentum en direcci6n x : 
(2.2a) 
Ecuaci6n de Momentum en direcci6n y : 
(2.2b) 
Ecuaci6n de Momenttlm en direcci6n z : 
aw aw aw aw
+u-+u-+w­
at ax ay az 
en donde g es Ia aceleraci6n generada poria fuerza gravitacional, pes la densidad del 
fluido y 'tij es el esfuerzo en Ia direcci6nj aplicado sobre la cara i del cuba diferencial. 
(2.2c) 
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., '," '". Los esfuerzos "Cij se pueden relacionar las con propiedades ffsicas del fluido y con sus 
tasas de deformaci6n segun la ley generalizada de Stokes (Shames, 1995; Street, 1996, 
Kundu, 1990), obteniendo las conocidas ecuaciones de Navier~Stokes para fluidos 
Newtonianos: 
En direcci6n x : 
(2.3a) 
. En direcci6n y : 
au -.. au au au 1 ap J1 2
- + u- + u- + w- + -- - -v u = 0 (2.3b)a t ax' ayaz pay p 
. En direccian z : 
a w + u a w + u a w + waw _g + 1. a p _E. v 2 W = 0 (2.3c)at ax ay az p az p 
donde p es la presi6n, el sfmb010 V 2 es el operador lap1aciano y J.l es 1a viscosidad 
dimimica del fluido. 
La solucian analftica del sistema formado por la ecuaci6n de continuidad y las 
ecuaciones de Navier-Stokes solo se ha conseguido para problemalOl re1ativamente 
senciUos, con regimen laminar de f1ujo, con geometrfa simple y condiciones de frontera 
especiales. Detalles de estas soluciones pueden encontrarse en libros de mecanica de 
fluidos (White, 1991; Schlichting, 1979). 
A pesar de que la aplicaci6n de s01uciones ana1fticas a casos sencillos 0 de s01uciones 
numericas a casos mas complejos ha producido resultados utHes para la ingenieria, es 
conveniente anotar que matematicamente no se ha logrado comprobar aun la existencia 
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de soluciones suaves para este sistema de ecuaciones diferenciales parciales (Doering y 
Gibbon, 1995). 
2.2 CASO DE CUERPOS COSTEROS. 
El movimiento de la masa fluida en los cuerpos costeros esta influenciado principalmente 
por efectos de las mareas, los vientos, las corrientes afluentes y los gradientes de 
densidad originados por efectos termicos 0 diferencias en la concentraci6n salina. 
Debido a esto, una caracterfstica del patr6n de flujo en los gran des cuerpos costeros de 
agua es que este es predominantemente horizontal y, aunque puede existir una 
I 
componente vertical significativa de la velocidad, sus variaciones en el espacio yen el 
tiempo son muy pequefias comparadas con la aceleraci6n de la gravedad y el gradiente 
de presi6n. De esta manera, la ecuaci6n de momentum en direcci6n z (2.3c) se reduce 
a la ecuaci6n de distribuci6n hidrostatica de presiones: 
p(z) g r1') pdz + Patin (2.4) 
z 
donde 11 es la cota de la superficie libre y Patm es la presi6n atmosferica. 
Sin embargo, la velocidad vertical debe considerarse ya que es la responsable de los 
procesos de mezclado en esa direcci6n. 
El terminG de presi6n dado por la ecuaci6n (2.4) se reemplaza en las ecuaciones (2.3b) 
y (2.3c) para determinar los gradientes de presi6n en las direcciones x y y, asf: 
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ap a . 
-ax = -ax (gJ~ pdz + P 1 (2.5)atm 
. z 
Al aplicar Ia regIa de Leibnitz y considerar Ia densidad y Ia presion atmosferica como 
constantes en el espacio, se obtiene 
ap = g p aT) (2.6a)ax ax 
Un procedimiento amilogo se emplea para calcular el gradiente de presion en Ia direccion 
y, obteniendo 
ap =g p aT) (2.6b)ay ay 
De otro Iado, para calcular Ia cota de Ia superfice libre se emplea Ia ecuacion de 
continuidad de masa integrada en Ia profundidad (ASCE Task Comitee on Turbulence 
Models, 1988), cuya forma final es: 
aT) + a(UH) + a(VH) = 0 (2.7)at . ax ay 
donde H es Ia profundidad total de flujo, 
U =~Ju dz es el promedio vertical de la componente de Ia velocidad en direccion x 
H 
v=~Ju dz es el promedio vertical de Ia componente de Ia veIocidad en direccion y 
H 
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Hasta este punto se tienen cuatro variables dependientes principales u, U, w Y '11 que 
pueden ser evaluadas, mediante un sistema conformado por cuatro ecuaciones: 
momentum en las direcciones x y y (2.3a y 2.3b), continuidad (2.1) y continuidad 
integrada en la profundidad (2.7). Las demas variables dependientes, como esfuerzos, 
presion, etc., pueden ser evaluadas a partir de estas. 
2.3 TRATAMIENTO DE LA TURBULENCIA. 
Adicionalmente ala complejidad de las ecuaciones que se deben manejar, la mayorfa de 
los flujos de interes en ingenierfa son turbulentos. Este tipo de flujos se caracteriza por 
una fluctuacion permanente de la velocidad y de la presion a escalas de tiempo yespacio 
muy variables que interactuan simultaneamente. Aunque las ecuaciones presentadas en 
el numeral anterior siguen siendo validas para el flujo turbulento, esto hace que las 
ecuaciones sean diffciles de resolver, aun numericamente, debido a que habrfa que 
discretizar los dominios espacial y temporal en particiones sumamente finas para poder 
capturar la informacion de todas las diferentes escalas. 
Afortunadamente, en la mayorfa de las aplicaciones en ingenierfa es suficiente conocer 
las caracterfsticas medias del flujo, por 10 que se ha tratado de estudiar los flujos 
turbulentos mediante varias tecnicas que pretenden determinar precisamente esas 
variables promedias. Sin embargo, en los fenomenos que se presentan en escalas de 
espacio y de tiempo menores que aquellas en las cuales se manifiestan las caracterfsticas 
medias del flujo se produce una alta transferencia de momentum y una gran disipaci6n 
de energia. Por 10 tanto, debe considerarse su efecto sobre las caracterfsticas del flujo 
medio. 
Asf, los flujos turbulentos se han tratado de estudiar mediante varias tecnicas, siendo la 
tecnica de descomposicion de Reynolds una de las mas empleadas (Kundu, 1990; 
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Tennekes y Lumley, 1989; Ferziger y Peric, 1997). Esta tecnica se basa en la 
descomposici6n de las variables dominantes en el fen6meno como la suma de una 
componente promedio y una componente que representa la fluctuaci6n de la variable con 
respecto a la componente promedio,. segUn se muestra en la Figura 2.1. Esta 
descomposici6n puede representarse matematicamente como: 
(2.8)u=u'+ U w=w'+w 
en donde la comilla sobre la variable representa su fluctuaci6n y la barra sobre ella 
representa su valor promedio. 
_. 
'-------;,... '--------;,... 
FIGURA 2.1 Esquema de la tecnica de descomposici6n de Reynolds. 
Al remplazar cada variable por su descomposici6n en las ecuaciones de continuidad y 
de cantidad de movimiento y promediar cada una de estas ecuaciones en el tiempo, se 
obtienen las ecuaciones en terminos de las variables medias. Para ver detalles de este 
procedimiento, ellector se remite a referencias como Toro, 1994; Abbott y Basco, 1989; 
Wilcox, 19930 Kundu, 1990. En las ecuaciones (2.9) y (2.10) se muestra el resultado 
final del proceso: 
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': . Ecuaci6n de continuidad: 
(2.9) 
Ecuaci6n de momentum en direcci6n x: 
au - au - au -' au 1 ap _ _Il "2 -u +
+u-+u-+w-+-- v
at ax ay az p ax p 
(2. lOa) 
( au 'u ' + au 'u' au 'w ' ) 
- ax 'ay + az =0 
Ecuaci6n de momentum en direcci6n y: 
ao - ao -ao -ao 1 ap
-
+ u- + u- + w- +-- - E:. V2 0 +
at ax ay az p ay p 
(2. lOb) 
(aN au'u' aUIW/)+-- + =0 
ax ay az 
, en donde la barra sobre las variables se debe interpretar como el promedio temporal. 
Observese que la ecuaci6n de continuidad para la componente media de la velocidad 
mantiene la forma original de Ia ecuaci6n de conservaci6n de masa. Recuerde ademas, 
, que Ia ecuaci6n de movimiento en la direcci6n vertical fue reducida a una distribuci6n 
hidrostatica de presiones. 
Estas ecuaciones se conocen como Jas ecuaciones de Reynolds y tienen tres terminos 
adicionales comparadas con las ecuaciones de Navier-Stokcs originales, provenientes del 
14 

proceso de promediado de los terminos convectivos. Estos terminos adicionales son los 
que involucran,en las ecuaciones para las variables promedias, los efectos de los 
fen6menos que ocurren en la'l escalas de espacio y de tiempo menores. Su relaci6n con 
los parametros del flujo principal dependen de cada fen6meno particular y, dada su no 
lineaHdad, no se pueden obtener analfticamente, llegando al problema de la clausura en 
turbulencia. Los productos entre las correlaciones de las fluctuaciones de la velocidad 
que aparecen en estos terminos y la densidad del fluido, son denominados esfuerzos 
aparentes de Reynolds, no porque sean esfuerzos en sl, sino porque general mente se 
asocian con los terminos de los esfuerzos viscosos. 
Los esfuerzos ap!l!entes de Reynolds se constituyen en nuevas variables dependientes, 
pero, por no disponerse de relaciones analfticas para relacionarlos con las variables del 
flujo principal, se hacen necesarias relaciones constitutivas adicionales, que no son 
obtenibles por deducci6n anaHtica. A partir de este punto, se han emprendido varias 
Hneas de investigaci6n, siendo una de las mas difundidas, aunque discutida por algunos 
cientlficos modern os, aquelJa que involucra el concepto de coeficiente de difusi6n por 
turbulencia (Eddy Viscosity). 
En terminos generales, la tecnica del coeficiente de difusi6n por turbulencia se basa en 
suponer que los esfuerzos de Reynolds son proporcionales a los gradientes de la 
velocidad media, en analogfa con los esfuerzos viscosos (aproximaci6n de Boussinesq): 
-- au (au au)l -IIpUlu = 2pE­ pv u = P E - + E­
x ax xax Yay 
pU I Vi = P(E au + Eau)
xax Yay 
pulW I = (E aw + Eau)p x ax waz 
(2.11) 
15 

en donde Ei es el coeficiente de difusi6n por turbulencia, permitiendo que sea 
anisotr6pico, en la direcci6n Xi' 
El coeficiente de difusi6n por turbulencia, a diferencia del coeficiente de viscosidad 
dimimica, no es una propiedad ffsica del fluido, sino que depende de caracterfsticas 
particulares del flujo, especfficamente de una longitud y de una velocidad caracterfsticas 
de las esc alas en las que se producen las fluctuaciones, las cuales varian de punto a punto 
del dominio. Para determinar estas escalas caracterfsticas se han propuesto varios tipos 
de modelos, cada uno variando en complejidad, pero ninguno de eUos con validez 
universal (Rodi, 1980; Wilcox, 1993; Tennekes y Lumley, 1989). 
Asociando los terminos de esfuerzos viscosos con los esfuerzos de Reynolds se obtiene 
la siguiente expresi6n para los terminos de esfuerzos involucrados en las ecuaciones 
(2.2a) y (2.2b): 
1: .. = p((E.+V)au; +(E.+V)auj ) (2.12) 
I) . ) ax. I ax. 
) I 
donde v es la de viscosidad cinematica del fluido. 
Luego de emplear la tecnica de descomposici6n de Reynolds, y reemplazar los terminos 
de esfuerzos de Reynolds empleando el concepto del coeficiente de difusi6n por 
turbulencia, desaparecen los tenninos de las fluctuaciones de velocidad en las ecuaciones 
de Reynolds. Gracias a esto, buscando simpHficar las ecuaciones y teniendo en cuenta 
. 
que el prop6sito es el de determinar Jas caracteristicas medias del fiujo, en adelante se 
referenciaran las variables medias con la letra simple, es decir, sin la barra sobre ella. 
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l; , , , ." ' Buscando claridad, se escribe a continuacion Ia forma final de las dos ecuaciones de 
momentum que hacen parte del modelo ffsico matematico: 
Ecuacion de momentum en direccion x: 
au. + uau + u au + wau + 1. ap - 1.-.£. ( 2 P(V +E)au ]
at ax ay az p ax p ax x ax 
_1.-.£.(p(V+E)aU +p(V+E)au] _1.-'£'(p(V+E)aU +P(V+E)Bw] =0pay Yay xax P az Z az x ax 
(2.13a) 
Ecuacion de momentum en direccion y: 
au au au au 1 ap 1 a (( )au ( )au]
- + u- +u- + w- +-- - -- P v+E - +p v+E ­
at ax. ay az p ay p ax x ax Y ay 
-1.-.£.(2p(V+E)au]_1.-.£.(p(V+E)aU +p(V+E)aw] = 0 
p ay . Y ay p az az Y ayZ 
(2.13b) 
En el modelo numerico desarrol1ado en este trabajo, se inc1uyen dos model os de tipo 
algebraico para determinar el coeficiente de difusion por turbulencia. Estos dos modelos 
ca1culan las escalas de 10ngitud y de velocidad a partir de relaciones puramente 
algebraicas, y son aplicables a flujos en grandes cuerpos costeros de agua debido a que 
se desea conocer generalidades sobre los patrones de flujo y no es necesario conocer 
detalles sobre aspectos puntuales del mismo. Modelos de turbulencia mas elaborados, 
como los denominados de una ecuacion, de dos ecuaciones 0 de segundo orden de 
clausura, introducen mayor complejidad al modelo sin aportar informacion adicional al 
nivel de detalle deseado. 
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2.3.1 Coeficiente de difusion por turbulencia basado en la turbulencia generada por 
friccion en el fondo del canal. 
En este modelo se asume que la turbulencia se genera por fricci6n en el fondo del 
dominio, que el esfuerzo cortante varia linealmente con la profundidad de flujo y el perfil 
de velocidades puede ser determinado por Ia ley 10garitmica (Toro, 1994). La ley 
Iogarftmica y la distribuci6n del esfuerzo esHin dadas por:· 
u* 
u = -In(z) + C (2.14) 
K 
donde u* = ~ es Ia velocidad de cizalladura, 'to es el esfuerzo cortante en el fondo, 
K =0.41 es Ia constante de von Karman, z es Ia distancia medida desde el fondo, H es 
Ia profundidad total del flujo y C es una constante empfrica que relaciona el tamano de 
las irregularidades del fondo con el espesor de Ia capa limite en el fondo. 
Los esfuerzos de Reynolds son iguales al producto del coeficiente de difusi6n por 
turbulencia y el gradiente de velocidad normal al flujo. Caiculando los esfuerzos de 
Reynolds y el gradiente de velocidad mediante Ia ecuaci6n (2.14), se obtiene la siguiente 
distribuci6n vertical del coeficiente de difusi6n por turbulencia: 
(2.15) 
en donde E es un coeficiente de difusi6n por turbulencia isotr6pico. Este modelo ha sido 
verificado para canales rectos por Nezu y Rodi (Nezu y Rodi, 1986). 
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2.3.2 Coeficiente de difusion por turbulencia basado en la ecuacion de energia 
cinetica de turbulencia. 
EI coeficiente de difusion porturbulencia se calcula con base en la ecuacion de transporte 
de energfa cinetica de turbulcncia. Esta ecuacion sc simplifica eliminando los terminos 
advectivos y difusivos, convirtiendose en un balance entre el termino de produccion de 
energia cinetica de turbulencia y el termino de su tasa de disipacion. Esto implica un 
equiHbrio local de energia cinetica de turbulcncia. 
AI obtener los esfuerzos de Reynolds como el producto del coeficiente de difusion por 
turbulencia y el gradiente de velocidad, se obtiene que la produccion de energia cinetica 
de turbulencia esta dada por: 
P=E( 2( :)'.2( ~~)'+2( ;')'+ 
(2.16)(:> :~)'.( :~ + :)'.( ~> ~~)'l 
Por otro lado, la tasa de disipacion de la energia cinetica de turbulencia es modelada 
como una fundon de la energfa cinetica de turbulcncia k, una escala de longitud 'A. y una 
constante. Cd: 
(2.17) 
El coefidente de difusion por turbulencia es un producto de las escalas de longitud y de 
velocidad. Si se usa la raiz cuadrada de la energia dnetica de turbulencia como la escala 
de velocidad y 'A. como la escala de longitud, se tiene: 
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(2.18) 

Luego de elirninar la energ{a cinetica de turbulencia de la ecuaci6n (2.17) usando la 
ecuaci6n (2.] 8), e igualando laecuaci6n (2.17) con la ecuaci6n (2.16), se obtiene el 
coeficiente de difusi6n por turbulencia (Langendoen, 1992): 
[ E)2 ( au]2 ( au] 2 (aw]2A2 = 2 ax + 2 ay + 2 az + 
(2.19) 
( au + au]2+ ( au + aw]2+ ( aw + au]2ay ax az ax ay az 
donde la escala de longitud esta dada por la distribuci6n de Bakhrnetev: 
(2.20) 

EI producto de los coeficientes ernpfricos Cd y CIl fue tornado igual a I. 
2.3.3 Coeficiente de difusion por turbulencia anisotropico. 
A partir del coeficiente de difusi6n por turbulencia isotr6pico calculado con alguno de 
los dos esquemas presentados en los dos numerales anteriores, se obtiene el coeficiente 
anisotr6pico siguiendo un proceso de ponderaci6n similar al propuesto por Alevian 
(Alevian, 1984): 
(2.21a) 
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(2.21 b) 
(2.21c) 
donde Es es el coeficiente de difusi6n por turbulencia en la direcci6n del flujo, En es el 
coeficiente de difusi6n por turbulencia en la direcci6n transversal al flujo, R = En / Es 
y TUR es un coeficiente empfrico de calibraci6n. 
Debido a que los esquemas de turbulencia empleados no permiten determinar Ell' la 
relaci6n R y el parametroTUR deben utilizarse como coeficientes de calibraci6n. 
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3. MODELO NUMERICO 
En este capitulo se presentan los metodos numericos empleados para resolver el sistema 
de ecuaciones presentado en el capitulo anterior. Tanto el modelo explfcito original, 
como los modelos semi-implfcitos desarrollados, emplean el Metodo del Elemento 
Eficiente para realizar la discretizaci6n espacial. Para la integraci6n en el tiempo, el 
modelo original emplea un esquema explfcito, mientras que los modelos desarrollados 
utilizan los esquemas semi-implfcitos que constituyen el nucleo de este trabajo. Tambien 
se muestran aspectos de los model os, como la implementaci6n de las condiciones de 
frontera, el proceso de get;leraci6n de malla y el filtro matematico. 
3.1 DISCRETIZACION ESPACIAL. 
EI modelo que se tom6 como base y el modelo modificado emplean una tecnica de 
Residuos Ponderados relativamente nueva conocida como el Metodo del Elemento 
Eficiente para realizar la discretizaci6n espacial. Esta tecnica fue desarrollada en la 
Universidad de Mississippi y se parece bastilnte al metoda de la colocaci6n, pero tiene 
dos diferencias fundamentales: 
• 	 Se aplica a elementos unidimensionales de tres nodos, cuadrilateros de 9 nodos 
o cubos de 27 nodos. 
• 	 La funci6n Delta de Dirac, utilizada en el metoda de la colocaci6n como funci6n 
de ponderaci6n (w), solo se aplica a un nodo particular dentro del elemento, que 
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casi siempre es el nodo del centro. Para los demas nodos, la funcion de 
ponderacion es la funcion nul a: 
Wi = o(x-xj), si i corresponde al nodo para el que se define el elemento 
(3.1) 
Wi = 0, si i corresponde a cualquier otro nodo 
De esta forma, solo resulta una ecuacion para cada elemento, por 10 que el sistema no 
contaria con el numero de ecuaciones necesarias para poder ser resuelto. Para remediar 
esta situacion, cada nodo en el dominio de cruculo debe tener asociado un elemento 
particular, resultando que los elementos asociados ados nodos consecutivos se 
supetponen parcialmente. Generalmente, el nodo en el que se emplea la funcion Delta 
de Dirac para ponderar es el nodo que queda en el centro del elemento; sin embargo, los 
nodos ubicados en las fronteras estan sobre alguna de las caras de su elemento asociado. 
En la Figura 3.1 se aprecia una portion de un dominio de cruculo bidimensional 
indicando que los nodos numerados ~ntre 1 y 9 conforman el elemento correspondiente 
al nodo 5, mientras que los nodos numerados entre 4 y 12 conforman el elemento 
correspondiente al nodo 8. Note que la franja formada por los nodos 4-5-6-7-8-9 es 
comun a ambos elementos. 
Elemento asociado al nodo 8 
,.3 12 
I 
1 10 
Elemento asociado al nodo 5 
FIGURA 3.1 Asociacion de elementos en el Metodo del Elemento Eficiente 
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Detalles sobre e] Metodo del Elemento Eficiente pueden consultarse en Toro, 1994. 
3.2 INTEGRA CION EN EL TIEMPO. 
En el algoritmo de integraci6n en el tiempo es donde se presenta la diferencia impOltante 
entre el modele base y el modele modificado. A continuaci6n se describen el algoritmo 
expHcito original y los dos algoritmos semi-implfcitos implementados. 
Dentro del metodo de los elementos finitos, existen diversas formas de discretizar la 
derivada temporal. Una opci6n, y quiza la mas concordante con la discretizaci6n 
espacial, seria discretizar el dominic temporal creando una mana en Ia misma forma en 
que se hace para Ia discretizaci6n espacia1. Este metodo, sin embargo, no proporciona 
ventajas importantes. Otra opci6n, mucho mas empleada y ventaJosa, es realizar la 
discretizaci6n espacial como se explic6 anteriormente, haciendo que los coeficientes de 
la combinaci6n lineal sean funciones del tiempo y discretizando la derivada temporal 
mediante un esquema en diferencias finitas (Zienkiewicz y Taylor, 1995). 
Siguiendo esta segunda metodologfa, al remplazar las derivadas espaciales en las 
ecuaciones que describen el fen6meno se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales 
ordinarias teniendo al tiempo como unica variable independiente: 
dl + ell (I, ai, al , a1,.......j 
= 0 (3.2)dt ax ay az 
donde/representa la variable independiente (las componentes II y'U del vcctor velocidad 
en las ecuaciones de momentum y 11 en1a ecuaci6n de conservaci6n de masa promediada 
a ]0 largo de la profundidad) yla funci6n <I> proviene de Ia discretizaci6n espacial. 
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3.2.1 Esquema expllcito. 
EI modelo base (Toro, 1994) realiza la discretizacion espacial en las tres dimensiones 
mediante el Metodo del Elemento Eficiente. Para integrar las ecuaciones resultantes del 
proceso de discretizacion espacial (ecuacion 3.2), tiene implementado el esquema 
explfcito de Lax-Wendroff de dos pasos. Conocidas las condiciones al comienzo del 
intervalo, se hace un estimativo de las variables ala mitad del intervalo y luego se utiHza 
este estimativo para avanzar la solucion hasta el final del intervalo. As!, para el primer 
paso se tiene: 
(3.3) 
y para el segundo paso: 
dt
 
(t+ )
aj 2 1 (3.4)
az ' .. 
donde t representa el tiempo al comienzo del intervalo de calculo At. Detalles sobre este 
metodo pueden observarse en Fletcher, 1991 y Toro, 1994. 
Los esquemas expHcitos tienen la ventaja de que, al discretizar las ecuaciones para cada 
nodo, se obtiene como unica incognita el valor de la variable dependiente al final del 
intervalo de calculo en el nodo para el que se hace la discretizacion. Por esto, la solucion 
para cada nodo es directa y la solucion para el dominio completo se obtiene al resolver 
independientemente para cada uno de los nodos. El principal inconveniente de los 
esquemas expHcitos es que el maximo tamaiio del intervalo de calculo esta limitado, 
segun el criterio de estabilidad de CFL, por el menor tamaiio de la malla espacial: 
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I 
I. 
I 
c = VgH (3.5) 
donde Axj es el menor tamafio de elemento en la malla espacial (cualquier direcci6n) y 
c es la celeridad de la onda de gravedad. En realidad hay mas criterios que cumpHr para 
garantizar la estabilidad los cUales estan dados, por ejemplo, por aspectos difusivos. Sin 
embargo, en la practica la condici6n CFL es la mas exigente. 
3.2.2 Esquemas semi-implicitos. 
Los esquemas implementados se denominan semi-impUcitos por ser una combinaci6n 
entre los esquemas expHcitos y los esquemas implfcitos que trata de aprovechar de la 
mejor manera lal) ventajas de cada uno de ellos. 
Los esquemas implicitos no tienen la restricci6n de los esquemas explfcitos por 10 que, 
desde el punto de vista de la estabilidad, no existe una limitante para el tamafio del 
intervalo de ca1culo empleado (incondicionalmente estables). Sin embargo, las 
discretizaciones obtenidas mediante un esquema de este tipo resultan en funci6n de 
valores de la variable dependiente en varios nodos del dominio (no solo en el nodo para 
el que se realiza la discretizaci6n) por 10 que la soluci6npara cada nodo no es directa. 
Su desventaja es, entonces, que para cada intervalo de cruculo se debe solucionar un 
sistema de ecuaciones simultaneas de tamafio igual al mlmero de nodos, con una matriz 
de coeficientes muy dispersa, negando la posibilidad de emplear algoritmos eficientes 
para su soluci6n. 
Como se mencion6 anteriormente, en el caso de grandes cuerpos costeros de agua la 
dimensiones horizontales del dominio de cruculo (direcciones x y y) son mucho mayores 
(2 0 3 6rdenes de magnitud) que la profundidad. ASI, al realizar la discretizaci6n del 
/I 
dominio, las particiones de la malla en la vertical, Ilz, son mucho mas pequefias que las 
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particiones en la horizontal. Por esta razon, la direccion vertical es la que impone la 
restricci6n al intervalo maximo de caIculo empleable por un modelo explfcito. Otro 
aspecto a tener en cuenta es que, mientras la malla horizontal puede estar constituida por 
centenas 0 miles de nodos, la malla vertical consta, por 10 general, de unos cuantos nodos 
o niveles (no mas de 20). 
Teniendo esto en mente, se propone una nueva discretizaci6n de las ecuaciones que 
definen el modelo fisico. Para la discretizaci6n de las derivadas en el plano horizontal 
(con respecto a las direcciones x y y) se emplea el Metodo del Elemento Eficiente de una 
forma explfcita, es decir, se aproximan en funci6n del valor de las variables al comienzo 
del intervalo de calculo. Las derivadas con respecto .a z y al tiempo se discretizan 
mediante esquemas implfcitos en diferencias finitas. De esta forma, se obtiene un 
esquema que es expHcito en el plano horizontal e impHcito en la direcci6n vertical, 
logrando independizar el tamano maximo del intervalo de ca1culo de la malla vertical 
para que dependa ahora del tamano de la mall a horizontal, que es mucho mayor (2 0 3 
ordenes de magnitud). Como el esquema solo es impHcito en la vertical, se forman 
sistemas de ecuaciones simultaneas que deben ser resueltos para cada vertical. Estos 
sistemas tienen un tamafio pequeno (n(imero de nodos en la vertical) y tienen la ventaja 
de ser tridiagonales, 10 que permite implementar un algoritmo eficiente, como el de 
Thomas (Fletcher, 1991), para su soluci6n . 
En este trabajo, se implementaron dos esquemas semi-impHcitos: el primero de ellos se 
denominara esquema Crank-Nicolson, debido a que utiliza el esquema unidimensional 
que lleva ese nombre para la discretizacion en la direcci6n vertical. . El segundo se 
denominara esquema de operador partido. Ambos utilizan discretizaciones centrales de 
las derivadas con respecto a z teniendo en cuenta que la malla en la vertical es irregular. 
Asf, las primeras y segundas derivadas.con respecto a z se discretizan de la siguiente 
manera: 
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au 1(1 - a) )(1 a 
1 ul 1 (3.6a)az I =Ilz a(l+a)UI+ - a - (1+a)ul ­
a 
2
u _ 2 ( 1 u -1.u + 1 u ) (3.6b)az 2 I - Ilz a(1 +a) 1+1 a I (l +a) 1-1 
donde Ilz y allz son las distancias desde el nodo 1 hasta los nodos l-I y 1+1, 
respectivamente (ver Figura 3.2), es decir, a es la raz6n entre el espesor de una capa y 
el espesor de la capa inmediatamente inferior. Los subfndices identifican los nodos que 
intervienen en la discretizaci6n, siendo 1el nodo central. EI termino a aparece debido 
a que la malI a en la verical es irregular con el prop6sito de hacerla mas densa cerca del 
fondo, por ser allf en don de se presentan los mayores gradientes en ]a vertical. Si Ia 
malla es regular, a = 1 Y se obtienen los esquemas tfpicos de diferencias centrales. 
1-1 I 1+1 
••J-------_.J--~----------• 
.....-(E-- tlz --)Io-~ atlz --)10­
FIGURA 3.2. Esquema para discretizaci6n en diferencias finitas centrales para malla 
irregular. 
Estas discretizaciones y los esquemas implementados que se presentan mas ad~lante, se 
aplican unica~ente a las ecuaciones de movimiento en las direcciones x y y para 
determinar u y 1.>. 
La ecuaci6n de conservaci6n de masa integrada en la profundidad, utilizada para ca1cular 
.1a supecficie libre, no recibe este tratamiento debido a que ningl1n termino tiene derivadas 
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con respecto a z. Esta ecuaci6n se resuelve mediante un esquema completamente 
explfcito obtenido al discretizar las derivadas espaciales al comienzo del intervalo y la 
derivada temporal mediante diferencias adelante (FTCS). 
El calculo de la superfice Hbre se desfaza temporalmente con respecto al crucul0 de las 
ve10cidades. Al discretizar las ecuaciones, 11 se mantiene constante para resolver It Y'U, 
por 10 que el valor de 11 tornado en la mitad del intervalo es mas representativo. De igual 
forma, u y'U se mantienen constantes al resolver para 11, por 10 que su valor en 1a mitad 
del intervalo utilizado para deterrninar 11 es el mas apropiado. ASI, 1a ecuaci6n para 
determinar el nive1 de Ii superficie libre (ecuaci6n 2.7) se discretiza de 1a siguiente 
forma: 
t+ ill t- At 

2 2 
 t-Atl aut aVI) aHt-~t aHt-~t11, - T'J, (3.7)+H, 2 __, + __1 + u/ 1 + v/ ' = 0 
Ilt ax ax ax ay 
donde los subindices se refieren a la discretizacion espacial, y los superindices se refieren 
a la discretizaci6n temporal. 
1+ At 
Observese que la unica incognita es T'J, 2 ,por 10 que puede calcularse explicitamente. 
Debe tenerse en cuenta que las condicion inicial para la superfice libre debe estar 
desfazada medio interval0 de calcu]o con respecto a la condic6n inicial para el campo 
de velocidades. 
Finalmente, la componente vertical de la velocidad se determina a partir de la ecuaci6n 
de conservaci6n de masa en forma diferencial (ecuacion 2.1) ,de la cual: 
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au)
+ - dz + W 1 (3.8)
z-w=-J(:: ay 
z-l 
De esta fonna, la componente vertical de la velocidad puede ser evaluada, luego de 
conocer las componentes horizontales de la velocidad y calcular sus derivadas, mediante 
cualquier fonnula de integracion numerica. 
3.2.2.1 Esquema semi-implicito de Crank-Nicolson. 
Para obtener este esquema se discretizan las derivadas con respecto a zcomo el promedio 
de las discretizaciones centrales en los tiempos t y t+~t. Se presentan, a manera de 
ejemplo, las discretizaciones de las derivadas de u con respecto a z: 
au ( au t . au t+Atl
::: 0.5- + 0.5- (3.9a) 
az az I az I 
(3.9b) 
obteniendo: 
( t t+At) (' t+A/) (t I+At))au :::_1_ 1 ul+l+ul+ 1 _(I-a) ul +uI _ a u/-1+ul-l 
az I ~z ( a(1 +a) 2 a 2 ( 1 +a) 20 
(3. lOa) 
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; f 
2 ( t t+llt) (t t+llt) (t t+llt))aU =~ 1 U1+ 1+uI+I _..!.. ul +uI + 1 uI - 1+uI-I 

aZ 2 I .1z 2 ( ct (1 + ct) . . 2 ct 2 (1 + ct) 2 

(3.l0b) 
La derivada temporal se discretiza mediante un esquema en diferencias centrales en el 
tiempo t + .1t12: 
au 
= (3.11)
at I 
Como habra podido notarse, este esquema se inspira en el esquema Crank-Nicolson, por 
10 que se Ie ha dado este nombre a pesar de que solo utiHza esta discretizaci6n para las 
derivadas en la direcci6n vertica1. 
Los esfuerzos turbulentos se calculan al final de cada intervalo de calculo y se conservan 
como variables independientes para el siguiente intervalo, en lugar de expandirlos 
completamente. De esta manera se evita el cruculo de segundas derivadas y de derivadas 
cruzadas en el plano horizontal, 10 que implicarfa largas operaciones algebraicas y mas 
• d'<l 1 S· b I"· 1 ai:xz 1 ai:yz • dtlempo e c<ucu o. In em argo, os tennmos - -- y - -- SI se expan en con 
p az p az 
el fin de hacer que aparezcan segundas derivadas con respecto a z, 10 que corresponde 
a un termino de tipo difusivo que ayuda a la estabilidad del esquema. Se muestra el 
procedimiento para el primero de estos dos terminos, el segundo se manipula de forma 
completamente analoga. 
Como p es constante, puede introducirse en e] operador diferencial: 
(3.12) 
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y remp1azando e1 esfuerzo por su expan'si6n (ecuaci6n 2.12): 
1. ai:xz = ~((E +v) au +(E +v) awl (3.13)p az az z az x ax 
Considerando (Ez+ v) Y(Ex +v) constantes se obtiene: 
2 
1 ai:xz ( ) au ( )a( awl
--- = E +v - + E +v - - (3.14)p az z az 2 x ax az 
Reemp1azando las discretizaciones para las primeras y las segundas derivadas (ecuaci6n 
3.10) en la ecuaci6n (3.14) se obtiene: 
= 2(Ez+v)~ ( 1 (u/:. +u/++.at) _ 1. (u/ +urllt) + 
Az 2 a(l+a) 2 a 2 
(3.15) 
Al remplazar en la ecuaci6n de momentum en direcci6n x (ecuaci6n 2.13a ) estas 
discretizaciones y las aproximaciones con funciones de interpolaci6n para, las derivadas 
con respecto a x yay, se obtiene la siguiente ecuaci6n algebraica: 
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utAt -u/ t( au] t t( au] t
---+ul - +U1- + At ax t ay t 
t ( t+!J.t t) { }(t+!J.t t) (t+1J.t t)]~ u1+1 +ul+1 _ I-a ut +ut _a u/-l +uH + 
2Az a{I+a} a I+a 
(Ez+v); ( (Ut:1 +Ut~+1!J.t) _ u/ +ut!J.t) +(ut:l +u/:1!J.t)]_ 
. Az2 a{ I +a} a (I +a) 
(E +v)t_a (-aw] t = 0 
x I ax az I (3.16) 
Agrupando terminos en una forma conveniente se obtiene finalmente: 
(E +v)t -a(-aw] t = 0 
x I ax az I (3.17) 
' 1"'" 1 . bi t+!J.t t+!J.t t+!J.rObservese que as umcas Incogmtas son 	as vana es u/-l ,lit ,ut+l ' 
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La ecuaci6n de movimiento en direcci6n y se discretiza de una manera amUoga, 
' . . bI d 'd t+t:.t t+t:.t t+t:.tresu tan I d0 como umcas vana es esconOCl as VI_1 ,VI ,V1+1 • 
3.2.2.2 Esquema semi-impUcito con operador partido. 
Este esquema se inspira en el trabajo de Koutitas y O'Connor (Koutitas y O'Connor, 
1980), en el cual se propone partir el operador diferencial espacial de las ecuaciones de 
momentum en dos operadores que se aplican secuencialmente. Las principales 
diferencias entre el metodo propuesto por ellos y el implementado en este trabajo son: 
• 	 Koutitas y O'Connor discretizan mediante diferencias finitas las derivadas en 
el plano x- y, y mediante funciones de interpolaci6n (metodo de Galerkin) las 
derivadas en la direcci6n vertical. En este trabajo se utiliza la tecnica del 
Elemento Eficiente para la discretizaci6n en el plano x-y y se emplean 
diferencias finitas para la discretizaci6n en la direcci6n vertical. En ambos 
trabajos se discretiza la derivada temporal mediante aproximaci6n en 
diferencias finitas. 
• 	 En el trabajo de Koutitas y O'Connor se consideran ecuaciones de movimiento 
simplificadas en donde se desprecian el termino convectivo en la direcci6n 
vertical y los terminos de transferencia horizontal de momentum. Todos estos 
terminos se consideran en el modelo desarrollado en este trabajo. 
• 	 Koutitas y O'Connor utilizan mallas desplazadas espacial y temporal mente 
para cada una de las variables dependientes. En el trabajo que se presenta, el 
unico desface es el temporal que presenta la superficie libre con respecto a las 
componentes de la velocidad. 
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Acontinuaci6n se muestra el proceso de partici6n del operador para la ecuaci6n de 
movimiento en .direcci6n x. expandiendo, igual que en el numeral 3.2.2.1, los tt~rminos 
1 a't,tz 1 a'tyZ PI" d .. d"6 I d"
- -- y - --. ara a ecuaClOn e mOVlmlento en lreCCl n y e proce Imlento 
p az p az 
es compJetamente amilogo. As!, la ecuaci6n (2.13a) puede escribirse de Ia siguiente 
manera: 
au 
- = L(u)+~l (3.18)at 
don de 
2a a a 1 a'txx 1 a'txy ( a2w aL =: -u--u--w-+---+---+ E +v)--+(E +v)­
ax ay az p ax p ay x axaz az 2Z 
Y ~l = _..!. ap pax 
EI operador L puede dividirse en dos operadores de tal forma que: 
t t:.t 
au = L (u t) + L (u t+t:.t) + ~ +"2 (3.19)at I 2 I 
EI primero de estos operadores comprende todos los terminos que involucran derivadas 
en las direcciones x y y, y se resuelve de una manera explfcita. Este operador se utiliza 
para obtener un primer estimativo de la variable alfinal del intervalo, partiendo de su 
valor al comienzo del mismo : 
u·-u t (3.20) 
At 
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· 1 a 1 a 1 ( a-rxxj 1 1 ( a-rxyj 1 1 a2w
= -u --u-+- - +- - +(E +v)­
ax ay pt ax pt ay axazx 
donde u* es el estimativo de u al final del intervale (sin ning6n significado ffsico 
especial). 
EI segundo operador es implicito, comprende los terminos con derivadas en la direcci6n 
vertical y se aplica al estimativo realizado con el operador Ll para obtener el valor de la 
variable dependiente al final del intervalo: 
U 1+111 - U * 
(3.21)At 
I 
De esta manera, cada intervalo de calculo para las componentes horizontales de la 
velocidad se realiza en dos etapas. Se sigue la recomendaci6n de Koutitas y O'Connor 
segun la cual se debe altemar el orden de apJicaci6n de los operadores para controlar los 
errores numericos, es decir, en un intervale se aplica primero Ll sobre las variables al 
comienzo del intervale para obtener el estimativo y luego el operador ~ sobre el 
estimativo para obtener el valor al final del intervalo. En el intervale siguiente se aplica 
primero el operador ~ sobre las variables al comienzo del intervale y luego el operador 
L1, y asf sucesivamente. 
De esta manera, se obtiene la siguiente discretizaci6n para la ecuaci6n de momentum en 
direcci6n x: 
Paso explicito: 
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8.t 
~ I 
+(E+V)t[&W)t 
x 8x8z 
Paso implfcito: 
u t+At -u * W t ( 1 t+At (1 -IX) t+At IX HAt) 
= 8.z 1X(1+IX)UI+1 - IX u, - (1+IX)UI- 1 +8.t 
(3.22b) 
2(Ez +vY( 1 ut+At _ lut+At _ 1 ut+At) 
az2 1X(1 +IX) 1+1 IX 1 (1 +IX) 1-1 
EI mismo esquema se emplea al resolver Ia ecuacion de momentum en direccion y para 
determinar u. 
3.3 GENERACION DE LA MALLA DE CALCULO. 
La construcci6n de la malla para la simulaci6n de flujos tridimensionales es un proceso 

. comun para el modelo base y el modelo modificado que involucra dos etapas. En la 

primera de elIas debe realizarse una discretizaci6n en planta del dominio tratando de 

representar de una manera suficientemente aproximada la geometrfa del contomo del 

cuerpo de agua que se estudia. Debe tenerse cui dado en que para cada nodo del dominio 

se debe poder asignar un cuadrihitero de 9 nodos (aun no se ha generado Ia tercera 

dimensi6n), pero no es necesario que el numero de filas y de columnas sea impar como 

si 10 es para los metodos cIasicos de residuos ponderados, cuando se trabaja con 

elementos cuadrihiteros de 9 nodos. Como ejemplo, se muestra en Ia Figura 3.3 una 

discretizaci6n apropiada para el Metodo del Elemento Eficiente, pero inapropiada para 
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los demas Metodos de Residuos Ponderados por tener un niimero par (4) de filas: 
FIGURA 3.3. 	 Discretizacion para el Metodo del Elemento Eficiente inapropiada para 
otros metodos de residuos ponderados por utilizar cuadrilateros de 9 
nodos. ' . 
Se recomienda que esta malla sea mas fina en lugares de geometria compleja, en donde 
se requiere mayor precision en la solucion y en los lugares donde se espera que se 
presenten mayores gradientes de velocidades como en desembocaduras de dos, cambios 
en la seccion de flujo y cerca de obstaculos al flujo. 
La generacion de la malla en la direccion vertical es automatica. EI algoritmo calcula la 
profundidad de flujo en cada una de las verticales definidas por la malla horizontal con 
base en la batimetrfa y en la informacion inicial de nivel de la superficie libre del agua. 
Esta profundidad de flujo se divide en elniimero de capas deseado siguiendo una ley de 
formaci on deseada. La relacion entre el espesor de cada una de las capas y la 
profundidad total es la misma para todas las verticales y se mantiene constante en el 
tiempo. Es deseable que la ley de formacion de la malla en la vertical sea tal que 
( 
favorezca la acumulacion de capas delgadas cerca al fondo del dominio con el fin de 
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',1 ' " ,.,_ 1 ., capturar los gradientes mas altos de velocidad que se presentan en esta zona. En la 
Figura 3.4 se muestra un ejemplo de la discretizaci6n en la vertical. 
C} a j at 
hi =cte} , =cte2 2 c3 
H} Cj 
H2 H3 
h} h2 h3 
a2 a3 
-
FIGURA 3.4. Ejemplo de discretizaci6n vertical de la malla. 
Es importante senalar que, mientras la malla horizontal permanece fija durante toda la 
modelaci6n, la malla vertical varia con la variaci6n de la profundidad de flujo cada 
intervalo de calculo, pero manteniendo siempre una relaci6n constante entre el espesor 
de cada capa y la profundidad total para cada vertical. 
3.4 TRANSFORMACI6N DE COORDENADAS. 
Como se mencion6 anteriormente, se requiere hacer una transformaci6n de coordenadas 
para convertir cada uno de los elementos, que aunque tienen la misma topologfa son 
diferentes, en un elemento estandar tambien con la misma topologia, pero con forma y 
medidas definidos convenientemente. EI prop6sito de esta transformaci6n es poder 
construir sistematicamente las funciones de interpolaci6n y establecer procedimientos 
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, ; .". : ; ;.. de diferenciacion e integracion estandar (Reddy, 1993; Zienkiewicz y Taylor, 1995; 
Chung, 1978; Mori, 1983). 
Para la transformacion de coordenadas se requiere definir un sistema de coordenadas 
local (r, q, s) en el elemento en funcion de las caracteri'sticas topologicas comunes. La 
transformacion de coordenadas consiste en relacionar este sistema local con el sistema 
global de coordenadas cartesiano (x, y, z) mediante funciones de interpolacion Lj : 
(3.23) 
La determinacion de las funciones L; tambien se logra utilizando funciones suaves de 
interpolacion con coeficientes que son obtenidos al hacer coincidir las coordenadas de 
los nodos (que son conocidas) en ambos sistemas. El modelo presentado emplea 
funciones de interpolacion Lagrangianas de segundo orden en cada direccion. Por 
facilidad de visualizacion, en la Figura 3.5 se ilustra el proceso de tranformacion de 
coordenadas para un problema bidimensional. 
(-1 ,1 ).....---___..--_. (1 ,1) 
l
-----...->­
r 
1 
(-1, -1) ( 1 ,-1 ) 
x 
Sistema coordenado global x - y Sistema coordenado local r - q 
FIGURA 3.5. Transformacion de coordenadas. 
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Para determinar los operadores diferencialcs en el sistema local de coordenadas se 
empieza por aplicar la regIa de la cadena, obteniendo el,siguiente conjunto de ecuaciones 
para el caso tridimensional:' 
aj _ aj ax aj ay aj az 
- - --+--+-­
ar ax ar ay ar az ar 
aj _ aj ax aj ay ajaz
- - ---+--+--­
aq 
aj 
. as 
ax aq ay aq az aq 
aj ax aj ay aj az 
--+--+-­
ax as ay as az as 
, . 
. " 
donde j es cualquier variable dependiente. 

La ecuaci6n (3.24) puede escribirse en la forma matricial: 

ajaj 
ar ax 
aj aj 
= Jaq ay 
aj aj 
as az 
donde la matriz J se conoce como operador lacobiano: 
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(3.24a) 
(3.24b) 
(3.24c) 
(3.25) 
- -
ax ay az 
ar ar ar 
... 
ax ay azJ (3.26)= aq aq aq 
ax ay az 
as as as 
que puede ser calculado una vez definida la transformacion de coordenadas. 
De la ecuacion (3.25) .se obtiene la relaci6n inversa entre los dos sistemas de 
coordenadas: 
aj aj 
ax ar
-1 
aj aj
= J (3.27)aq 
aj 
ay 
aj 
az as 
La que permite ahora reemplazarlos operadores diferenciales en el sistema global por 
los operadores diferenciales en el sistema local. 
En general, tambil~n debe realizarse una transformacion similar para el operador integral 
que resulta al plantear cualquier Metodo de Residuos Ponderados. Sin embargo, el 
modelo presentado no requiere de esta transformacion debido a la siguiente propiedad 
de la funcion Delta de Dirac que se utiliza como funcion de ponderacion: 
fO(x -x i) R(x, c ) dQ = R(x i, c )j j (3.28) 
n 
42, .. 
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Esto permite determinar la integral simplemente evaluando la funci6n en los nodos de 
interes Xi (donde la funci6n Delta de Dirac es no nula), 
El modelo que se describe tiene una caracterfstica particular que restringe un poco su 
aplicabilidad. Consiste en hacer coincidir la direcci6n del eje s del sistema coordenado 
local de cada elemento con la del eje zdel sistema de coordenadas global, con 10 que se 
reduce considerablemente la expresi6n para la transformaci6n de coordenadas (el 
lacobiano y su inverso), pero que limitael modelo a aquellos casos en que eJ fondo del 
dominio tiene una pendiente suave. Los elementos deben tener sus caras lateraJes 
completamente vertic ales (recuerde como se genera la malla en la vertical) aunque 
puedan to mar cualquier forma en los pIanos que 10 delimitan por debajo y por encima, 
tal como se muestra en la Figura 3.6. 
FIGURA 3.6. 	 Relaci6n entre los sistemas local y global para el modelo tridimensional 
presentado. 
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3.5 FUN ClONES DE INTERPOLACION. 
Recuerde que tanto la transformacion de coordenadas como la aproximacion de la 
funcion dentro de un elemento se realiza mediante funciones de interpolacion. Cuando 
la misma familia de funciones de aproximacion se emplea en la transformacion de 
coordenadas, se se obtiene una'transformacion isoparametrica. En el modelo presentado 
se tienen dos familias diferentes de funciones de interpolacion. 
La tranformacion de coordenadas se realiza mediante funciones Lagrangianas de segundo 
orden que, en una dimension son: 
1N1 = .!.s(s-1) N3 = -s(s+1) (3.29)22 
en don de s representa la coordenada local definida en el intervalo [-1,1]. Observese que 
son funciones de la geometrfa exclusivamente. 
La aproximacion de las variables dependientes se realiza mediante funciones de 
interpolacion Hfbridas (Toro, 1994), las cuales se construyen mediante una combinacion 
ponderada de las funciones Lagrangianas de segundo orden y las funciones de 
interpolacion Convectivas. Las funciones Convectivas se escriben en terminos de la 
coordenada local s y de un parametro del flujo tipificado por el mlmero de Peclet local. 
En una dimension, estas funciones se escriben como: 
= eslR -l-(e lR -1)s (3.30a)C1 2(cosh(JR )-1 ) 
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(3.30b) 
1 - C - C1 3 (3.30c) 
don de lR = ul / EI es el numero de PecIet local, 1 es ]a longitud caracteri'stica del 
elemento, e es la base de los logaritmos neperianos y E, es el coeficiente de remolino. 
EI numero de PecIet local se define mediante el valor apropiado de u, de tal manera que 
se escoge la direcci6n dominante del flujo para definir la velocidad a utilizar en su 
crucu]o. De esta forma: 
(3.31a) 
. 1 U 1 U 1 d' I d' '6 I d .SI se cump e lR =.JJ.. > lR =.2..!.. , es eelr que a lreCCl n q es a ommante. 
qo E ro E 
t t 
Ahora, si la direcci6n dominante del flujo es la direcci6n r, entonces se cumple: 
lR = urlr > lR = Uqlq Y los mlmeros de PecIet locales se definen de]a forma: 

ro E qo E
, , 
(3.32b) 
donde r y q indican las dos direcciones horizontales locales. Para generar las funciones 
de inteIpolaci6n en el plano, se realiza el producto tensorial de las funciones convectivas 
en cada una de las direcciones r y q. Un procedimiento anruogo se sigue para generar las 
funciones Lagrangianas en el plano x-yo 
Las funciones de inteIpolaci6n Hfuridas, se construyen como una combinaci6n 
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ponderada de las funciones Convectivas y Lagrangianas. EI factor de ponderaci6n se 
define como una funci6n del cuadrado del numero de Froude: 
(3.32)y
gh 
EI valor de este panimetro se acota de la siguiente man era: 
si .9'" > 0.5 debe emplearse .9', = 0.5 + arctan( .9'" ~ 0.5) (3.33a) 
SI .9'., > 0.5 debe emplearse .9', = 0.5 +arc!an( .9'" ~ 0.5) (3.33b) 
Combinando las ecuaciones (3.29) a (3.33) se obtienen las funciones de interpolaci6n 
para las dos direcciones del plano horizontal en un sistema de coordenadas locales: 
(3.34a) 
(3.34b) 
En Jas Figuras 3.7 y 3.8 se muestra cl comportamiento de estas funciones de interpola­
. ci6n para varios valores de JR y !T. 
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FIGURA 3.7. Funciones Hfbridas de interpolaci6n para Peclet =1.5. 
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La forma de las funciones hfbridas responde a la necesidad de introducir el efecto 
"upwinding" en la interpolaci6n. Con este efecto se busca que la informaci6n viaje en 
la direcci6n del. flujo para controlar ciertas oscilaciones numericas que se generan 
durante el proceso de soluci6n. EI efecto de "upwinding" se muestra claramente en las 
Figuras 3.7 y 3.8. Desafortunadamente, este efecto no se ha logrado implementar 
completamente en el modelo que aquf se presenta. Mejoras al modelo en este aspecto 
se realizan en la actualidad como parte de un proyecto de investigaci6n. 
Las funciones de interpolaci6n Hfbridas definidas en la ecuaci6n (3.34) se utilizan para 
generar los operadores derivada parcial en el plano horizontal. . Para realizar la 
interpolaci6n en la vertical se utilizan las funciones Lagrangianas. 
3.6 FILTRO MATEMATICO. 
La soluci6n mimerica del sistema de ecuaciones presentado muestra oscilaciones nodo 
a nodo debido a la presencia de los terminos convectivos, al efecto de condiciones de 
frontera, a la configuraci6n de la malla de calculo y la selecci6n de algunos parametros 
del modeio. Estas oscilaciones pueden llegar a ser severas y aumentar en el tiempo, 
teminando por destruir la soluci6n. En algunos casos, sin embargo, estas oscilaciones 
se pueden controlar mediante un apropiado refinamiento de la malla de calculo. Para un 
estudio detallado de estas oscilaciones nodo a nodo, el lector se remite al artfculo de 
Gresho y Lee, 1981. 
Para controlar estas osclaciones, se han desarrollado diversas tecnicas como la utilizaci6n 
de una viscosidad artificial, la utilizaci6n de filtros matematicos y la implementaci6n de 
tecnicas de "up-winding". Estas ultimas han sido utilizadas exitosamente en modelos 
en Diferencias Finitas (Fletcher, 1991; Ferziger y Peric, 1997) a pesar de presentar, en 
algunos casos, algunas inconsistencias con el comportamiento de la soluci6n para 
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algunos tipos de ecuaciones (Gresho y Lee, 1981). 
Como se mencion6 con anterioridad, el modelo trata de implementar una tecnica de "up­
winding" utilizando unas funciones de interpolaci6n especiales. Debido a que el efecto 
deseado no se ha conseguido completamente, el modelo tiene implementado un filtro 
matematico que se aplica a la soluci6n al final de cada intervalo de calculo. Este filtro 
es selectivo pues solamente aplica el filtrado a aquellos nodos que efectivamente 
presenten el comportamiento oscilatorio nodo a nodo. A continuaci6n se presenta una 
descripci6n del filtro. Para mayores detalles ellector se remite a los trabajos de Sheng 
(Sheng, 1978) y Holz et aI., (Holtz, 1990). 
En la Figura 3.9 se presenta un esquema tfpico del comportamiento oscilatorio nodo a 
nodo. El filtrado de estas oscilaciones se hace en dos pasos. En el primero de ellos, se 
detecta el nodo que presenta la oscilaci6n buscando los "picos": En el segundo paso se 
comprueba que la oscilaci6n corresponde a una nodo a nodo, comparando curvaturas 
antes y despues del "pico". 
u(x) 
(Ax) 1+1 (Llx) 1+2 
x 
j-2 j-l j j+l j+2 
FIGURA 3.9. Esquema de las oscilaciones tfpicas no do a nodo. 
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. La busqueda del "pico" se haee verificando si se eumple la siguiente eondici6n: 
, I", 
IlR + I:::.L ~ e (I:::.t) (3.35) 
donde I:::.R es el gradiente de la variable a la dereeha del punto j; I:::.L es el gradiente de la 
variable a la izquierda del punto j; I:::.t es el gradiente de la variable en el punto j; y e es 
un eoeficiente a determinar posteriormente. Los gradientes se estiman de la siguiente 
manera: 
Iu. 1-U. I Iu. 1-U. I Iu. 1-U. 1 II:::.R = J+' J • I:::.L = )- J • I:::.t = J+ J­ (3.36)(8x)j+l' (8x)j' (8x)j+l +(8x)j 
Si el nodo j eumple la condici6n dada por ]a eeuaci6n (3.35), se tiene un "pico" en esa 
posici6n. Para verificar si ese "pieo" corresponde a una oseilaci6n nodo a nodo se 
comparan las eurvaturas a antes y despues del nodo j. Estas eurvaturas se estiman, 
respeetivarnente, como: 
(I:::.) 2 (I:::.R) 2 < 0 (3.37) 
donde 
Uj+2- uj+1 uj+1- uj 
(3.38a)(8x)j+2 (8x)j+I' (8x)] 
(3.38b) 
(3.38c) 
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= (Llx)j+ (Llx)j+l 
(3.38d) ­2 
Si las condiciones (3.35) y (3.37) se cumplen simultaneamente, entonces el nodo j se 
filtra de acuerdo con la ecuaci6n: 
(3.39) 

donde tlj es la variable filtrada en el nodo j ; y los parametros P=114 Y 8 =1/4 se han 
escogido de tal forma que las oscilaciones nodo a nodo (de amplitud 2Llx) se filtran 
completamente. Para detalles sobre el desarrollo del filtro, ellector se remite a Sheng, 
1978. 
El proceso de filtrado presentado en los parrafos anteriores se aplica a las componentes 
horizontales de la velocidad y, segl1n se desee 0 no, a la superficie libre. Para filtrar una 
variable, se toma su valor al final del intervalo de calculo y se filtra selectivamente en 
una direcci6n (eje x, por ejemplo) en todo el dominio (excIuyendo los nodos sobre las 
fronteras). Una vez terminado el filtrado en esa direcci6n, se procede a realizar el 
filtrado de todos los nodos en la otra direcci6n (eje y, por ejemplo). 
La componente vertical de Ja velocidad no se somete al proceso de filtrado pues ella se 
calcula a partir de la ecuaci6n de conservaci6n de masa en la cua1 se utilizan los valores, 
ya filtrados, de las componentes horizon tales de la velocidad. 
3.7 CONDICIONES DE FRONTERA. 
En la implementaci6n de ambos esquemas en el model0 se distinguen entre dos tip os 
de fronteras diferentes a 10 largo de las cuales se especifican condiciones diferentes: 
fronteras cerradas y frontcras abiertas. 
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3.7.1 Fronteras cerradas. 
Se denominan fronteras cerradas aquellas que estan constituidas por barreras ffsicas 
impermeables, como la porci6n de tierra que actua como contomo del dominio de 
ca1culo, inc1uyendo el fondo, 0 como el perfmetrode islas ubicadas adentro de 61. 
A 10 largo de estas fronteras se especifica como nula la componente normal de la 
velocidad, mientras que para la componente tangencial se tienen implementadas varias 
posibilidades: estancamiento total, deslizamiento total, deslizamiento parcial y perfil 
logarftmico. 
Tambi6n se especifica a 10 largo de estas fronteras la superfice libre, asignandole el valor 
ca1culado en el node mas cercano perteneciente al interior del dominic de ca1culo, 10 que 
equivale a hacer nulo el gradiente de superficie libre en la direcci6n normal ala frontera. 
En el fonda del dominic (primer nivel de ca1culo), los modelos tienen implementado el 
perfil logarftmico de velocidades para especificar la velocidad. Este perfil est a 
determinado por la siguiente ecuaci6n (Schlichting, 1979), aplicada a la componente de 
la velocidad paralela al fondo: 
u = -Inu. [z- 1 (3.40)/I ....
"" Zo 
donde u" es la componente de la velocidad paralela al fonda y zoes el nivel de "velocidad 
nula" a partir de la cual se traza el perfil. 
Para emplear esta ecuaci6n como condici6n de frontera en el fonda del dominio, se 
igualan las expresiones obtenidas para la componente tangencial al fondo de la velocidad 
en los niveles 1 y 2, obteniendo: 
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(3.41) 

donde z, y Z2 son las distancias desde el fondo hasta los niveles 1 y 2. 
3.7.2 Fronteras abiertas. 
Se denomina frontera abierta aquella por la cual entra 0 sale masa del dominio, es decir, 
en donde el dominio de calcu]o esta comunicado con otros cuerpos de agua, como los 
dos 0 el mar, con los que puede realizar un intercambio de agua. 
A 10 largo de estas fronteras se pueden especificar dos tipos de condiciones de frontera. 
La primera posibilidad es especificar el nivel de la superficie libre como funcion del 
tiempo dejando que el modelo calcule las componentes de Ia ve16cidad; Ia otra, es definir . 
el perfil vertical de velocidad y hacer nulo el gradiente de superficie libre copiando el 
valor de superficie libre del nodo mas cercano ubicado en el interior del domillio. 
En el nivel superficial tambien se especifica una condicion de frontera especial. El 
esfuerzo de cizalladura producido en la superficie libre por el viento es proporcional a 
los gradientes de velocidad, segun la ley de esfuerzos de Newton, por ejemplo: 
'tXt = J1 ( au + awl (3.42)
az ax 
Se evalua el esfuerzo generado por el viento empleando alguna formula empfrica en 
funcion de su velocidad, se calcula aw usando funciones de interpolacion y se 
d· . au d'i' . f" AaX, ·b . f" 1 1 'd d lscretlza - en herenCIaS IDltas. Sl, se 0 bene una uncI on para ave OCl a en 
az 
el nivel superficial en funcion de ]a velocidad en el nivel inmediatamellte inferior. 
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3.8 ALGORITMO DE SOLUCION. 
Debido a la diferencia que el esquema de integraci6n en el tiempo presenta entre los dos 
modelos. los algoritmos de cada uno de ellos siguen secuencias diferentes. A 
continuaci6n se detallan estas secuencias. 
3.8.1 Modelo con esquema explicito. 
La secuencia que sigue el algoritmo del modelo expHcito tornado como base. para cada 
intervalo de calculo. es la siguiente: 
1. 	Resolver las ecuaciones de momentum en direcciones x y y para obtener las 
componentes u y '\) de la velocidad en los nodos interiores del dominio. desde el 
segundo nivel hasta el mas superficial. 
2. Se resuelve la ecuaci6n de conservaci6n de masa promediada a 	10 largo de la 
profundidad para obtener la cota de la superficie libre. TI. en los nodos internos del 
dominio. 
3. Se aplica la condici6n de frontera para determinar las componentes 	u y'\) de la 
velocidad en las paredes s6lidas y en el fondo. 
4. Se especifica el perfil vertical de velocidad en las fronteras abiertas escogidas para 
ello. 
5. Se especifican todas las condiciones de frontera para la superficie libre. 
6. 	 Se aplica el filtro matematico selectivo para controlar las oscilaciones de las 
componentes u y'\) de la velocidad y. si se desa. de la superficie libre. 
55 
7. A partir de la ecuaci6n de conservaci6n de masa para un fluido incompresible, se 
calcula la componente w de la velocidad en todos los nodos. 
8. 	Con los valores conocidos de las variables principales, se calculan las variables 
secundarias como coeficientes de difusi6n por turbulencia, esfuerzos cortantes, 
velocidades medias en la vertical, etc. 
3.8.2 Modelo con esquemas semi-implicitos. 
La secuencia que siguen estos modelos, para cada intervalo de calculo, es ligeramente 
diferente a la seguida por el modelo expHcito: 
1. Se calcula la superficie libre en los nodos intemos del dominio utilizando la ecuaci6n 
de conservaci6n de masa promediada en la profundidad. 
2. Se especifican todas las condiciones de frontera para la superficie libre. 
3. Se resuelven, segun cada uno de los esquemas semi-impHtos implementados, las 
ecuaciones de movimiento en las direcciones x y y para calcular u y '\) en los nodos 
interiores del dominio. 
4. Se imponen todas las condiciones de borde para el campo de velocidades. 	 Debe 
aclararse que cuando se emplea el operador partido, las condiciones de borde se deben 
aplicar a cada una de las dos etapas necesarias para avanzar un intervalo de calculo. 
5. 	 Se aplica el filtro matematico selectivo para controlar las oscilaciones de las 
componentes u y '\) de la velocidad y, si se desea, de la superficie libre. 
6. A.partir de la ecuaci6n de conservaci6n de masa para un fluido incompresible, se 
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calcula la componente w de la velocidad en todos los nodos. 
7. 	Con los val ores conocidos de las variables principales, se calculan las variables 
secundarias como coeficientes de difusi6n por turbulencia, esfuerzos cortantes, 
velocidades medias en la vertical, etc. 
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4. VALIDACION DEL MODELO MODIFICADO. 
Una vez presentados los detalles matematicos de los algoritmos utilizados en la soluci6n 
numeric a del mode1o descrito en el capitulo 3, se procede a su validaci6n. Este proceso 
se realiza en dos etapas. En la primera de ellas se comparan las soluciones numericas 
con soluciones anaHticas del modelo ffsico-matematico linealizado. Las soluciones 
anaHticas utilizadas fueron desarrolladas por Lynch y Officer en 1985. Se presenta un 
resumen para ilustrar la soluci6n analitica, cuyos detalles se pueden consultar en Lynch 
y Officer, 1985 y Lynch y Gray, 1978. En la segunda etapa del proceso de validaci6n se 
pretende verificar la calidad del modelo ffsico y del modelo numerico conjuntamente, 
mediante la comparaci6n de las soluciones numericas con datos experimentales 
obtenidos en ellaboratorio de hidraulica.del Instituto Franzius en Hannover, Alemania, 
para un caso de flujo alrededor de un dique (Holz et aI., 1990). 
4.1 VALIDACION DE LOS ESQUEMAS NUMERICOS CON LA SOLUCION 
ANALITICA DE LAS ECUACIONES LlNEALIZADAS. 
Lynch y Gray (Lynch y Gray, 1978) encontraron soluciones anal(ticas para las ecuaciones 
de movimiento bidimensionales linealizadas, en donde los terminos convectivos y los 
gradientes horizontales de los esfuerzos se desprecian y la profundidad de flujo en 
cualquier instante puede aproximarse por la profundidad batimetrica (aquella medida 
hasta el nivel medio de la superficie libre). Las soluciones se presentan para casos de 
geometda cartesiana y de geometda polar con ciertas caractedsticas especiales. 
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Posteriormente, Lynch y Officer (Lynch y Officer, 1985) desarrollaron un procedimiento 
para adaptar un perfil vertical de velocidades a las soluciones bidimensionales, y obtener 
asf soluciones analiticas tridimensionales. 
El campo inicial de velocidades utilizado para obtener la soluci6n numerica de los casos 
que se describen a continuaci6n, se obtuvo con un modelo numerico bidimensional 
utilizando algunos parametros diferentes a los impuestos a las soluciones 
tridimensionales. Estas pequefias diferencias hacen que los resultados numericos difieran 
de los anaHticos en los primeros instantes de simulaci6n pero, como podra verse mas 
adelante, Ia diferencia entre ellos disminuye considerablemente en un tiempo 
relativamente corto. Esto sugiere que los esquemas implementados permiten obtener 
excelentes resultados para simulaciones de flujos peri6dicos a pesar de partir de 
condiciones iniciales caracterlsticas de flujos diferentes. 
4.1.1 Soluci6n analitica de las ecuaciones linealizadas. 
La soluci6n analftica que se presenta a continuaci6n fue propuesta precisamente como 
herramienta para verificaci6n de modelos numericos tridimensionales empleados en Ia 
simulaci6n de flujos generados por acci6n de mareas y de vientos. A continuaci6n se. 
presenta de manera resumida el desarrollo de las soluciones analfticas del modelo 
linealizado segUn 10 presentan Lynch y Gray, 1978 y Lynch yOfficer, 1985. 
La soluci6n anaHtica se linealiza para flujos tridimensionales peri6dicos e incorpora 
los efectos de inercia, esfuerzos tangenciales verticaies y de Ia gravedad. Asi, las 
ecuaciones de conservaci6n de masa y de momentum linealizadas se pueden escribir en 
una forma peri6dica asumiendo que las variables dependientes pueden expresarse como: 
I(x, t) = Re(F(x) e iwt) 
i <.t> V - .£( NaVJ = - gV , (4.2)
az az 
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iw{ + \7'(h V) = 0 	 (4.1) 
donde 	 {(x, y) es Ia amplitud compleja de Ia elevaci6n de Ia superficie libre 
V (x, y, z) es Ia arnplitud cornpleja de la velocidad horizontal 
V (x, y) es el promedio en la vertical de V 
. w es la frecuencia del movimiento peri6dico . 
i es Ia unidad imaginaria (i =0) 
h (x, y) es la profundidad desde el nivel no perturbado del mar hasta el fondo 
N (x, y, z) es el coeficiente de difusi6n por turbulencia vertical 
g es la aceleraci6n de la gravedad 
Las condiciones de borde en la superficie libre y en el fondo son, respectivarnente: 
avN	 = 0 y (4.3 a) az 
avN kV 	 (4.3b)az 
donde k es un coeficiente real de deslizamiento lineal. En el plano horizontal, deben 
especificarse las condiciones de frontera para ( 0 para V·n. 
EI promedio en la direcci6n vertical de la ecuaci6n (4.2) es 
. - NaV 
IWV 	+ -­ = -g\7{ 	
. (4.4) 
h az -h 
donde se utiliz6 la condici6n de borde (4.3a), 
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Cuando el esfuerzo en el fondo puede ser relacionado con Ia velocidad media mediante 
la expresi6n 
avN­ = 'thY (4.5)az -h 
V se puede eliminar entre las ecuaciones (4.1) y (4.4) para obtener una ecuaci6n de 
tipo Helmholtz para ~ 
iwC - v.( gh vcl = 0 (4.6) 
. (iw +'t) 
Despues de resolver esta ecuaci6n para~, se obtiene V a partir de las ecuaciones (4.4) 
y (4.5), Este procedimiento es ampliamente utilizado para verificar modelos 
promediados en Ia direcci6n vertical (bidimensionales). Detalles sobre este 
procedimiento se pueden consultar en Lynch y Gray, (1978). 
La propuesta de Lynch y Officer para obtener el perfil vertical es emplear esta misma 
metodologia, es decir considerar que el esfuerzo en el fondo es proporcional a V 
(ecuaci6n (4.5» y no ala velocidad en el fondo (ecuaci6n (4.3b», pero con la condici6n 
de que el coeficiente t' debe ser complejo para indicar el desfase existente entre el 
. esfuerzo en el fondo y V. 
La ecuaci6n (4.2) se puede escribir en la fonna 
(4.7) 

con condiciones de frontera 
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av = 0 en Z = 0, (4.8a)az 
KV - av = 0 en Z = -1 (4.8b)az 
donde Z =z / h es la profundidad nonnalizada 
K = k h / N 1.1 es el coeficiente adimensional de deslizamiento 
Vo = -gV~ / iro es el limite de alta frecuencia para V , invariante en la 
profundidad 
Para un punto (x, y) en el dominio, la ecuaci6n (4.7) se puede resolver para conocer 1a 
estructura vertical, aun sin conocer Yo. Una so1uci6n particular de (4.7) es V =Yo, por 
]0 que la so]uci6n general es 
(4.9) 
donde las funciones escalares III Y112 satisfacen la fonna homogenea de la ecuaci6n (4.7) 
(son soIuciones generales). Los vectores CI Y C2 son independientes de Z Y se detenninan 
al apJicar las condiciones de frontera (4.8) (Lynch Y Officer, 1985), 
Luego de determinar Ill' 1l2. C1Y C2 • en funci6n de la distribuci6n vertical de N, resu1ta que 
V Y V se pueden expresar como funciones expIfcitas de Vo : 
(4.10) 
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v(x,y) " Vo[t -!l (4.11) 
con 
[It1(0) It,(0)1A det (4.12) 
~1(Z) ~2(Z) 
Ji1(O) Ji 2(O) 
(4.13)B = det (~1- ~L (~,- ~L 
donde el punto sobre la funci6n indica su derivada temporal y hI barra sobre ella indica 
su promedioen la vertical. 
Para hacer el acople con las ecuacioncs promediadas en la vertical, el esfuerzo en el 
fonda se calcula como N av resultando una expresi6n proporcional aVo; y al 
h aZ_1 
suponer que puedc ser expresado mediante ]a expresi6n 't' hV , que tambien es 
proporcional aVo. puede calcularse directamente el coeficiente 't' 
't'(x,y) iwA (4.14)
B-A 
debido a que Vo ( variable desconocida) se cancela en ambos lados de la igualdad (Lynch 
y Officer, 1985). 
EI resultado obtenido con la ecuaci6n (4.14) se utiliza para calcular ( segun soluciones 
existentes de la ecuaci6n (4.6), para 10 cual existen varias metodologias analfticas 0 se 
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1978. Una vez conocido (, se calcula su gradiente para obtener Vo y, final mente, Vy V. 
Para Ia verificaci6n del modelo se escogi6 un ca')o con geometrfa anular donde Ia 
exitaci6n es generada por mareas. En la Figura 4.1 se identifican los parametros que 
describen Ia geometrfa en pJanta del dominio de caIcuIo, mientras que Ia batimetrla varia 
con el radio segUn la expresi6n h =Ho r, donde Ho es una con stante y n es un exponente 
real. 
La soluci6n bidimensional completa de Ia ecuaci6n (4.6) para este caso es (Lynch y Gray, 
1978): 
(4.15) 

con 
(4. 16a) 
(4.16b) 
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\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
I 
1 ~------------~~ 
r2 
FIGURA 4.1. Secci6n anular en coordenadas polares abierta en r = r2• 
donde los parametros Fj corresponden a los coeficientes de la representaci6n en serie de 
Fourier de la funci6n impuesta como amplitud de la marea a 10 largo de la frontera 
extern a (r = r2) 
.. r 
'" 
(4.17) 

Los parametros RIj YR2j estan dados, para cualquier valor de n diferente de 2, por 
-!!. 
R1ir ) = r 2 Jp (4.1 Sa) 
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--- --
(4. 18b) 
. en donde p2 , Jp Y ~ son las soluciones de la ecuaci6n de Bessel de 
ordenp, con 
p -_ 1 ~ n 2 +(2j rcj2 (4.18c) 
2 -n <I> 
Para n =2 0 ~ =0, la forma limite de las ecuaciones (4.18) es 
(4.l9a) 
(4. 19b) 
Finalmente, a manera de resumen, se presenta el aIgoritmo de calculo de la soluci6n 
analitica: 
1. Para una frecuencia y una estructura del coeficiente de difusi6n por turbulencia, se 
evalua't (x,y) mediante las ecuaciones (4.12), (4.13) Y (4.14). 
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',1'1 
2. Usando este resu]tado y para una geometria dada (rl , r2, <\l y n), se evahia Sempleando 
las ecuaciones (4.15), (4.16), (4.17) y (4.18) 6 (4.19). 
3. Se calcula el gradiente de 'para obtener Vo Y finalmente, 
4. Se calcula Vutilizando las ecuaciones (4.10), (4.12) y (4.13). 
Como caso particular, se considera que la estructura vertical del coeficiente de difusi6n 
por turbulencia es constante y se obtienen las siguientes soJuciones homogeneas de la 
ecuaci6n (4.7) 
(4.20)Jll,2 = exp ±Z~ ~[ l 

con las que se determinan los parametros A y B. Por comodidad, en los ejemplos que se 
N khpresentan mas adelante se mantienen constantes Jas relaciones - y - en todo el 
h 2 N 
dominic para Iograr que 1'tambien 10 sea. 
Para las condiciones particulares de validaci6n del modele se escogieron los siguientes 
. 
parametros: <\l = 1tI2, rl = 60960 m r2=152400 m, (0 = 1.4544411e-4 S·l (periodo de 12 
Wh2 
horas), K=100, ho = 3.048 rl•2, W = =1.0. N 
El dominic de calculo y la malIa horizontal en que se discretiza se aprecian en la Figura 
4.2, en donde tambien se seiialan los puntos de monitoreo A, B Y C Ylas secciones 1-1, 
2-2 Y 3-3. En el modele numerico se especific6, para las paredes solidas, el 
deslizamiento total como condicion de frontera para la velocidad y el gradiente nulo para 
la superficie Hbre, por ser las condiciones utilizadas al obtener la solucion anaHtica. 
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FIGURA 4.2. MalIa de cruculo para Ia validaci6n con la soluci6n anaHtica 
No se realizan ensayos de sensibilidad del modelo ala maUa, pues la discretrizaci6n 
escogida, que consta de 221 nodos en el plano horizontal y de 11 niveles en la vertical, 
es 10 suficientemente fina para capturar los gradientes de las variables que componen Ia 
soluci6n para cada uno de los cas os que se muestran adelante; a la vez que pennite 
obtener resultados nlpidamente. 
4.1.2 Validacion para marea de amplitud constante. 
En este grupo de experimentos se considera una marea semidiuma de amplitud constante 
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de 0.1 malo largo de la frontera externa. Estas condiciones de simulacion penniten 
examinar caracterfsticas de la solucion analftica como simetrfa y periodicidad. 
Para esta situacion, se puede verificar que la representacion de la marea en series de 
Fourier puede hacerse asignando un valor de 0.1 a Fo Y un valor de cero a todos los 
demas coeficientes en la ecuacion(4.17). De estafonna, la ecuacion (4.15) se simplifica, 
pues no depende de 8 y solamente se conserva el primer tennino de la serie. Se tiene 
entonces 
(4.21) 

con 
(4.22a) 
(4.22b) 
(4.23a) 
(4.23b) 
Con estos panlmetros para la solucion analftica, se presentan a continuacion los 
experimentos numericos. 
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4.1.2.1 	 Caso 1. Verificaci6n del intervalo de calculo critico determinado por la 
. malla horizontal. 
Para una primera simulaci6n, se emple6 un intervalo temporal de cruculo de 540 s, valor 
crftico definido por la condici6n de estabilidad CFL para la malla horizontal. Es 
interesante sefialar que el intervalo de cruculo crftico correspondiente a la malla vertical 
es de 0.04 s, 10 que indica que, para esta geometrfa y esta discretizaci6n particular del 
dominio, el mayor intervalo de cruculo que puede emplearse garantizando estabilidad es 
del orden de 13500 veces mayor que el valor crftico de la malla vertical. 
El modelo numerico se modific6 de tal forma que se resuelven las mismas ecuaciones 
para las cuales fue desarrollada la soluci6n analftica. Para esto, se eliminan los terminos 
convectivos y los de transferencia horizontal de momentum, debido a que una de las 
suposiciones consideradas para desarrollar la soluci6n analftica es que esos terminos son 
pequefios en relaci6n a los de mas que componen lasecuaciones. Tambien se modific6 
el modelo numerico para que la fricci6n en el fondo y el coeficiente de difusi6n por 
turbulencia coincidieran con los especificados en la soluci6n analftica. 
En la Figura 4.3 se presenta el monitoreo realizado a las variables principales 
(componentes horizontales de la velocidad y elevaci6n qe la superficie libre con respecto 
al nivel de referencia) en los puntos A, B Y C durante los primeros 10 periodos de marea 
simulados, utilizando los dos esquemas numericos implementados. Se observa que 
ambos esquemas logran Ilegar al estado peri6dico estable luego de un corto intervalo de 
ajuste a las condiciones iniciales. La correspondencia entre los valores obtenidos 
mediante los dos esquemas es excelente, observandose que los valores maximos y 
mfnimos obtenidos con el operador partido son ligeramente mayores que aquellos 
correspondientes al esquema Crank-Nicolson. Dada la localizaci6n de los puntos de 
monitoreo, los resultados deb en mostrar simetrfa con respecto a un plano vertical 
localizado a <1> = 45°. Efectivamente, dicha simetrfa se observa en la Figura 4.3 al 
comparar los valores de la velocidad en direcci6n x para el nodo A con los val ores de la 
velocidad en direcci6n y para el nodo C y viceversa (la transformaci6n de las 
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FIGURA 4.3. Seguimiento de las principales variab1es seglin el operador partido (linea 
continua) yel operador Crank-Nicolson (linea a trazos) para Lit =540 s. 
Caso 1, 
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componentes x, y de la velocidad en componentes r, elleva a los val ores dados por la 
solucion analftica). EI seguimiento de la superficie libre confirm a que los esquemas 
reproducen las caractedsticas simetricas de la solucion analltica, ademas de mostrar que 
efectivamente la solucion es independiente de e. 
En la Figura 4.4 se aprecian los contornos de nivel de la superficie libre y el campo de 
velocidades en el nivel superficial obtehidos, en cada cuarto de un pedodo completo, 
mediante la solucion analitica y los dos esquemas implementados. Los resultados 
numericos obtenidos coinciden muy bien con la solucion anaHtica. Pequefias diferencias 
se aprecian en cercanfas de la frontera interior (r =r t) a 10 largo de todo el pedodo, siendo 
el esquema Crank-Nicolson el que mas se aleja de la solucion anaHtica. 
En la Figura 4.5 se muestran los perfiles vertic ales de velocidad, cada cuarto de pedodo, 
en los puntos A, B Y C, pudiendo comprobarse la simetda de la solucion con respecto a 
la bisectriz del sector anular (¢ = 45°). Observese la buena correspondencia entre los 
resultados numericos y los analiticos, aunque las velocidades obtenidas mediante el 
esquema del operador partido son ligeramente mayores que las obtenidas anallticamente 
para la mitad inferior del dominio vertical y menores que ellas en la mitad superior. Por 
otro lado, los resultados obtenidos mediante el operador de Crank-Nicolson son siempre 
un poco menores que los anaHticos en toda la profundidad del dominio. 
En la Figura 4.6 se muestra la elevacion de la superficie libre, cada cuarto de pedodo, en 
las secciones 1-1, 2-2 Y 3-3. Se observa como en la frontera exterior los resultados 
numeric os coinciden con los analiticos, mientras que en la frontera interior se presenta 
la mayor diferencia entre ellos. Esta situacion es el resultado del tipo de las condiciones 
de frontera: tipo esencial en la frontera externa y tipo natural en la frontera interna. Para 
mejorar la solucion numerica cerca a la frontera intern a se puede refinar la malla en ese 
sector en el sentido radial 0 utilizar una aproximacion en diferencias asimetrica de tres 
nodos y mejorar asf la aproximacion en la discretizacion de la condicion de frontera. 
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FIGURA 4.6. Cortes de superficie libre para At = 540 s. Caso 1. 
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4.1.2.2 Caso 2. Sensibilidad al intervalo de calculo ernpleado. 
En el numeral anterior se verifieo que con los esquemas implementados se logra 
independizar el intervalo temporal crftico de ca.lculo para la estabilidad de la 
discretizacion vertical de la malla de caIculo, y que el intervalo de tiempo crftico para la 
estabilidad esta determinado, en principio por la condicion CFL aplicada a la malla 
horizontal. Sin embargo, el intervalo de calculo escogido debe seguir afectando la 
precision de los resultados. Ademas, el intervalo de calculo crftico se ve afectado por la 
presencia del filtro matematico, empleado para controlar las oscilaciones espureas nodo 
a nodo, descrito en el numeral 3.6. 
Con el proposito de examinar el comportamiento de las soluciones numeric as cuando el 
intervalo de calculo se reduce, se simula el mismo caso descrito en el numeral 4.1.2 
utilizando un intervalo de calculo de 108 s, correspondientea una quinta parte del 
intervalo de tiempo crftico (540 s). En la Figura 4.7 se presenta el seguimiento de las 
variables principales, en donde se puede apreciar que ahora los resultados obtenidos con 
el esquema del operador partido se aproximan a los obtenidos con el esquema del 
operador Crank-Nicolson, los cuales permanecen practieamente invariables con respecto 
ala simulacion con el intervalo de tiempo crftieo (540 s). En la Figura 4.8 se presentan 
los perfiles verticales de velocidad donde, luego de la comparacion con la Figura 4.5, 
puede confirmarse que los resultados obtenidos con el esquema del operador partido se 
aproximan a los obtenidos con el operador Crank-Nicolson. Las diferencias con la 
solucion analftica tienen dos posibles causas. La primera es la presencia de difusion 
numerica, que se suma a la difusion ffsica. La otra, es la aproximacion realizada a la 
condicion de frontera impuesta en el fondo del dominio (ecuacion 4.3b). 
Para examinar un poco el efecto del filtro matematico, se realizan simulaciones con 
interval os de calculo mayores que el crftico. Con un intervalo igual a 1.5 veces el crftico 
(at =810 s), los esquemas siguen siendo estables y los resultados numericos siguen 
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aproximandose a los analfticos, a pesar de que los val ores obtenidos con el operador 
partido se siguen alejando de aquellos obtenidos con el operador Crank-Nicolson. Este 
efecto se aprecia en la Figura 4.9, en donde se muestran los resultados de los ultimos 15 
periodos simulados. Para un intervalo de calculo equivalente al doble del critico (l\t = 
1080 s), ambos esquemas se vuelven inestables. Debido a la forma selectiva en que 
actua el filtro, no es facil determinar cuanto puede sobrepasarse el valor del intervalo 
crftico de calculo, pero se sabe que existe un limite que se puede hallar mediante 
experimentacion numerica para cada caso particular. 
De los resultados presentados, puede decirse que el esquema de Crank-Nicolson es 
menos sensible al intervalo de calcul~ que el esquema del operador partido. 
4.1.2.3 	Caso 3. Efecto de los terminos convectivos y de la transferencia horizontal 
de momentum. 
Para verificar la hipotesis de que los terminos convectivos y de transferencia horizontal 
de momentum son relativamente pequefios, se hacen simulaciones incluyendo primero 
. solo los terminos convectivos, luego solo los gradientes horizontales de los esfuerzos y, 
finalmente, incluyendo ambos efectos, resultando siempre que las diferencias obtenidas 
con respecto al caso en que ambos eran eliminados son imperceptibles. Para ilustrar esto 
se presenta la Figura 4.10 en donde se muestran los perfiles verticales de velocidad 
obtenidos al incluir los dos tipos de terminos. 
Es importante sefialar que cuando no se tienen en cuenta estos dos"efectos, la parte 
. explicita del operador partido se hace trivial (no tiene efecto), por 10 que actua como un 
operador completamente implicito. Al incluir los terminos convectivos y los gradientes 
de los esfuerzos horizontales, la parte explicita del operador partido se hace no trivial a 
pesar de que dichos terminos son pequefios. Los resultados asf obtenidos garantizan que 
el operador partido esta bien implementado en el codigo de computador. 
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4.1.3 Validaci6n para marea de amplitud variable. 
EI caso de marea de amplitud constante, a pesar de servir para verificar varios aspectos 
de la soluci6n numerica, es relativamente poco exigente. Para exigir mas al modelo se 
simula un caso con la misma geometda y la misma estructura vertical de viscosidad de 
remolino, pero imponiendo como condici6n de frontera en '2 una marea de amplitud 
variablesegun la funci6n ~o(9) = cos (29). 
En este caso, la representaci6n de la amplitud de la marea en series de Fourier puede 
hacerse asignando un valor de 1.0 a FI y un valor de cero a todos los demas coeficientes 
en la ecuaci6n (4.17). De esta forma, la ecuaci6n (4.15) se simplifica y solamente se 
conserva el segundo termino de la serie (j =1), obteniendose 
(4.24) 
con 
(4.25a) 
(4.25b) 
(4.26a) 
(4.26b) 
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Los experimentos numericos en este Caso 4 se realizan utilizando el intervalo de ca1culo 
. crftico para la malla horizontal y eliminando los terminos convectivos y los terminos de 
transferencia horizontal de momentum. 
En la Figura 4.11 se presenta el seguimiento realizado. a las variables principales en los 
puntos de monitoreo A, B y C. En esta figura se aprecia como ambos esquemas 
producen soluciones numericas que coinciden y que reproducen el desfase de medio 
perfodo existente entre la soluci6n en el punto A y en el punto C que predice la soluci6n 
analltica. Al igual que en ,el caso de marea con amplitud constante, la soluci6n obtenida 
mediante el esquema del operador partido presenta una amplitud ligeramente mayor que 
la soluci6n obtenida mediante el esquema Crank-Nicolson. 
En la Figura 4.12 se aprecian los contomos de nivel de la superficie libre y el campo de 
velocidades en el nivel superficial obtenidos, en cada cuarto de perfodo, mediante la 
soluci6n analltica y los dos esquemas implementados. Se observa que los resultados 
numericos reproducen las caracterfsticas de la soluci6n analltica, por ejemplo, la soluci6n 
a la izquierda de la bisectriz del sector anular es simetrica a la soluci6n a su derecha, pero 
desfazada medio periodo. Las mayores diferencias entre las soluciones numericas y la 
analftica se concentran en las esquinas de la frontera interior. 
En la Figura 4.13 se muestran los perfiles verticales de velocidad, cada cuarto de perfodo, 
en los puntos A, B y C, pudiendo comprobarse el desfase en la simetrfa de lasoluci6n 
con respecto ala bisectriz del sector anular. Se observa tambien, que en las soluciones 
numericas los picos positivos no tienen la misma magnitud que los picos negativos. Se 
observa ademas, que las velocidades obtenidas mediante el esquema del operador partido 
son mayores que aquellas obtenidas analfticamente para la mitad inf~rior del dominio y 
menores que aquellas en la mitad superior, mientras que los resultados obtenidos 
mediante el operador de Crank-Nicolson son consistentemente un poco menores que los 
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de amplitud variable. Caso 4. 
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valores de la soluci6n anaHtica en toda la profundidad del dominio. 
En la Figura 4.14 se muestra la superficie libre, cada cuarto de perfodo, en los cortes I-I, 
2-2 Y 3-3. Se aprecia que las soluciones numericas coinciden entre sf (con pequefias 
diferencias) y reproducen muy bien la soluci6n analitica. Sin embargo, se observa que 
estas se apartan de la soluci6n analftica en cercanias de la frontera intema, con la 
particularidad de que ahora se nota que la diferencia es mayor en el instante en que el 
nivel del agua es menor. Este efecto se debe a que el modelo numerico utiliza la 
profundidad total de flujo en cada instante , mientras que la soluci6n analftica considera 
la profundidad batimetrica, diferencia que es mas significativa precisamente para 
profundidades bajas. 
4.2 VALIDACI6N DE LOS ESQUEMAS CON DATOS EXPERIMENTALES. 
Para verificar los modelos ffsico-matematico y numerico simultaneamente, se simula el 
flujo permanente alrededor de un dique interpuesto perpendicularmente ala corriente en 
un canal rectangular y se comparan los resultados con mediciones realizadas en el 
Instituto Franzius en Hannover, Alemania (Holz et aI., 1990). 
Las mediciones se hacen en un canal horizontal rectangular de concreto de 32.4 m de 
longitud y 2.5 m de ancho. EI dique tiene 0.25 m de longitud y 0.05 m de ancho. El 
coeficiente de Chezy se estima en 40 mlflls; el caudal medido es de 0.2 ih Is y la 
profundidad en la salida del canal se mantiene constante en 0.23 m. 
Las medici ones inc1uyen perfiles verticales de las componentes horizontales de la 
velocidad y la determinaci6n de la longitud de la zona de recirculaci6n. Los perfiles de 
velocidad fueron medidos en diferentes puntos localizados en tres secciones transversales 
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FIGURA 4.14. COltes de superficie libre para marea de ampHtud variable. Caso 4. 
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del canal: la primera de ellas a 10 largo del eje del dique, la segunda aproximadamente 
en la mitad de la zona de recirculaci6n (1.5 m aguas abajo del eje del dique) y la tercera 
cruzando aproximadamente el punto de estancamiento (2.875 m aguas abajo del eje del 
dique). Las velocidades se obtuvieron luego de procesar mediciones continuas realizadas 
durante 102.4 s con corrent6metros ultras6nicos .. 
Para la simulaci6n numerica se utiliza un dominio mas corto. La entrada fue localizada 
1.55 m aguas arriba del eje del dique, y la salida 4.95 m aguas abajo del mismo punto. 
La geometria y la malla horizontal de calculo empleada se muestran en la Figura 4.15, 
don de tambien se sefialan,los puntos de monitoreo numerico (coincidentes con los puntos 
de medici6n), mientras que la mall a vertical consta de 13 niveles; Observese que la 
malla es muy fina en cercanlas del dique debido a que alH se espera que se presenten los 
'­
mayores gradientes. Este refinamiento de la malla hace que el intervalo de calculo crftico 
deterininado por la malla horizontal (0.015 s) no difiera mucho del determinado por la 
mall a vertical (0.0075 s), 10 que no permite que los esquemas implementados muestren 
ampliamente sus ventajas en 10 referente al intervalo de calculo. Sin embargo, el 
objetivo de esta simulaci6n es verificar el comportamiento de los esquemas de 
turbulencia, debido a que juegan un papel determinante en el modelo fisico, y la 
estabilidad de los esquemas numericos implementados ante condiciones de flujo con 
fuertes gradientes de velocidades. Debido a estos altos gradientes, los terminos 
convectivos y los terminos de transferencia horizontal de momentum son significativos . 
en las ecuaciones de movimiento. ASl, puede verificarse como son model ados esos 
terminos por los esquemas numericos implementados. 
Como condici6n de borde, en la frontera abierta de entrada se especifica un perfil vertical 
de velocidad uniforme a traves de toda la entrada y paralelo completamente al eje del 
canal, tal como 10 sugiere Toro (Toro, 1994). A traves de toda la frontera de salida se 
fija una profundidad constante de 0.23 m, correspondiente al valor obtenido 
experimentalmente. Para las paredes s6lidas, se hace nula la componente normal de la 
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FIGURA 4.15. Dominio y malIa de ca1cu]o para ]a validaci6n con datos experimenta]es. 
velocidad y Ia derivada de Ia elevaci6n de la superficie libre en la direcci6n normal a la 
pared. Como condici6n inicial se tom6 el resultado de una simulaci6n bidimensional y 
se Ie ajust6 un perfillogarftmico de velocidades para obtener la estructura vertical del 
flujo. 
Se hacen experiment os numericos para observar el efecto del modelo de turbulencia y 
el efecto de la condici6n de borde impuesta para la componente de Ia velocidad normal 
a las paredes s6lidas. 
4.2.1 Efecto del modelo de turbulencia. 
Los modelos de turbulencia implementados (numerales 2.3.1 y 2.3.2) son simples y no 

permiten simular adecuadamente los detalles del flujo dentro de Ia zona de recircuIaci6n 

que se forma en Ia regi6n aguas abajo del dique, en donde las compIejidades del flujo 

. invalidan las hip6tesis planteadas en su determinaci6n. Sin embargo, se pretende 

estudiar Ia capacidad de los esquemas para reproducir los detalles mas generales de] 
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flujo, como por ejemplo la longitud de la zona de recirculaci6n y el orden de magnitud 
de las velocidades adentro de ella. Fuera de la zona de recirculaci6n, los esquemas de 
turbulencia implementados son apropiados para representar el flujo. En la literatura 
especializada se han propuesto esquemas de turbulencia mas complejos y capaces de 
capturar de una manera mas adecuada los detalles de un flujo de este tipo, como por 
ejemplo los modelos tipo ~-e (Rodi, 1980; Wilcox, 1993). Sin embargo, no se considera 
prudente su implementaci6n debido a que son costosos desde el pun to de vista 
computacional. Ademas, los modelos de turbulencia aquf implementados son 
suficientemente apropiados para simular el efecto de la turbulencia en estudios de 
patrones de circulaci6n en cuerpos costeros de agua, los cuales constituyen el principal 
campo de aplicaci6n del trabajo que se presenta. 
Se examinaron entonces, los dos modelos de turbulencia descritos por las ecuaciones 
(2.14), que se identificara como ITUR=1 y (2.15), ITUR=2 Y un tercer modelo ITUR=3 
obtenido como una combinaci6n de los dos anteriores, y definido de tal manera que los 
coeficientes de viscosidad de remolino horizontales (Ex YEy) se obtienen del modelo 
ITUR = 1 Y el coeficiente de viscosidad de remolino vertical (E;) dado con el modelo 
ITVR=2. 
En las simulaciones realizadas para examinar el efecto del modelo de turbulencia, se 
mantuvo siempre el estancamiento total como condici6n de frontera para las paredes 
s6lidas. 
Los resultados obtenidos con el modelo ITUR=l muestran una zona de recirculaci6n 
demasiado larga, que incluso se sale del dominio de ca.lculo. Estos resultados son 
inaceptables y por 10 tanto no se presentan. El modelo de turbulencia es deficiente 
debido a que la hip6tesis de que la turbulencia se genera en el fondo del dominio no se 
aplica al caso de flujo alrededor del dique. 
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Los resultados de las simulaciones numericas con el modelo ITUR=2 se muestran en las 
Figuras 4.16 a 4.21. EI seguimiento en el tiempo de las variables principales para los 
puntos 3 y 11 se presenta en la Figura 4.16. Se observa en esta figura como, para los dos 
esquemas implementados, la soluci6n numerica ha alcanzado un estado permanente 
caracterizado por fluctuaciones alrededor de un valor medio estacionario. Este estado 
permanente se consigue luego de un periodo de ajuste de las condiciones iniciales. Las 
mayores fluctuaciones que se observan en la figura corresponden al punto de monitoreo 
3, punto localizado en en las cercanfas del vertice del dique, donde se presentan altos 
gradientes de velocidad y donde probablemente la hip6tesis de distribuci6n hidrostatica 
de presiones ya no es valida. La magnitud de estas fluctuaciones es control ada por el 
filtro matematico implementado en el modelo (ver numeral 3.6). Se puede apreciar la 
similitud de los resultados obtenidos mediante los dos esquemas numericos. 
En las Figuras 4.17 y 4.18 se comparan los perfiles verticales de las componentes 
longitudinal y transversal de la velocidad en algunos puntos de monitoreo para el modelo 
de turbulencia ITUR=2. Lejos del dique (punto 1), los dos esquemas numericos 
reproducen muy bien los resultados experimentales, mientras que en las cercanfas de el 
(punto 3) los resultados obtenidos con ambos esquemas numericos se alejan de las 
mediciones. En la zona de recirculaci6n (puntos 5, 7, 9 Y 11) los dos esquemas 
reproducen razonablemente bien los datos experimentales, siendo el esquema del 
operador partido el que mejor 10 hace. Detallando los perfiles para el punto 11, se 
observa que las velocidades reportadas en las medici ones son negativas mientras que los 
esquemas numericos determinan velocidades longitudinales positivas. As!, se puede 
concluir que ambos esquemas numericos predicen una zona de recirculaci6n mas 
pequena que la reportada en las medici ones. 
En las Figuras 4.19 y 4.20 se presentan los vectores de la componente horizontal de la 
velocidad para los niveles 1 (cerca al fondo), 7 (nivel intermedio) y 13 (nivel superficial) 
obtenidos con los esquemas del operador partido y Crank-Nicolson, respectivamente. 
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Tambien se muestra en estas figuras la zona de recirculaci6n aguas abajo del dique, 
mediante la demarcaci6n de la regi6n en la cual se obtienen velocidades longitudinales 
negativas. Mediante esta aproximaci6n se puede observar que el mayor tamafio de dicha 
zona (aproximadamente 10 veces la longitud del dique) se encuentra cerca al fondo y, 
comparando las dos figuras, se observa que el esquema del operador partido predice una 
zona de recirculaci6n ligeramente mayor que la que predice el operador Crank-Nicolson. 
Observese que los campos de vectores muestran una zona de recirculaci6n aguas arriba 
del dique, constituida por un remolino predominantemente vertical. 
En la Figura 4.21, se muestran las lfneas de igual elevaci6n de la superficie libre para los 
dos esquemas implemenbldos. Ambos esquemas producen val ores muy cercanos entre 
sf. Estos resultados reproducen caracteristicas importantes de este tipo de flujo como 10 
son la zona deprimida aguas abajo del dique, la zona alta aguas arriba del dique y una 
zona muy pequefia, en cercanfas del extremo del dique, con forma de hueco. 
Los resultados obtenidos con la combinaci6n de los modelos de turbulencia (ITUR=3) 
se presentan en las Figuras 4.22 a 4.26. Como en el caso anterior, en las regiones 
alejadas del dique los resultados numericos reproducen muy bien los datos 
experimentales (pun to 1 en las Figuras 4.22 y 4.23); mientras que en las cercanfas del 
dique se aprecian gra~des diferencias con los datos experimentales (punto 3 en las 
Figuras 4.22 y 4.23). En la zona de recirculaci6n (puntos 5 a 11) los resultados 
numericos muestran las tendencias de los datos experimentales, siendo el esquema del 
operador partido el que mejor 10 hace. En esta zona, el modelo ITUR=3 produce mejores 
resultados, ya que los perfiles de velocidad obtenidos se acercan mas a las medici ones 
que aquellos obtenidos con el modelo ITUR=2 (comparense las Figuras 4.17 y 4.18 con 
las Figuras 4.22 y 4.23). 
Los vectores de la componente horizontal de la velocidad obtenidos con los dos 
esquemas numericos implementados y para el modelo de turbulencia ITUR=3 se 
presentan en las Figuras 4.24 y 4.25. La zona de recirculaci6n, limitada tal como en el 
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FIGURA 4.21. Isolfneas de niveI de superficie Iibre obtenidas coneI operador partido 
(linea continua) y con eI operador Crank-Nicolson (Unea a trazos). 
ITUR = 2. Estancamiento total. 
caso ITUR=2, se muestra ahora mas Iarga (10.7 veces la Iongitud del dique en cercanias 
del fondo) aunque mas cortaque Ia reportada en las mediciones (11.5 veces la longitud 
del dique). Las pequefias diferencias, para este modelo de turbulencia, entre los vectores 
de la componente horizontal de Ia velocidad obtenidos con los dos esquemas 
implementados (ver Figuras (4.24 y 4.25) se localizan en ]a zona de recirculaci6n y 
afuera de ella en una longitud igual al tamafio de Ia misma. 
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ITUR=3. Estancamiento total. (Medici6n: x, Operador partido: lfnea 
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Las Hneas de igual nivel de la superficie libre para el modelo ITUR=3 se presentan en 
la Figura 4.26 para los dos esquemas implementados. De nuevo, ambos esquemas 
capturan las caracteristicas de este tipo de flujo mencionadas en el caso anterior. 
Observese la buena correspondencia entre los resultados obtenidos con ambos esquemas 
numericos, apareciendo las mayores diferencias enia zona de recirculaci6n. 
Debido a que con el modele de turbulencia ITUR=3 se obtienen mejores resultados en 
terminos de la longitud de mezclado, se utiliza este modele de turbulencia para la 
simulaciones numericas que se presentan a continuaci6n. 
4.2.2 Efecto de la condicion de frontera en las paredes s6lidas. 
A pesar de que ffsicamente la velocidad en las paredes es nul a (condici6n de 
estancamiento total), este condici6n de borde es un panimetro que se acostumbra a 
calibrar en los modelos hidrodimimicos. Para grandes cuerpos de agua como cienagas 
y bahias, el efecto de esta condici6n de frontera es imperceptible en el patr6n general de 
velocidades, mientras que en dominios pequefios, las diferencias pueden ser importantes. 
En el caso del dique que se presenta, se examin6 el efecto de la condici6n de frontera 
considerando las dos situaciolles extremas para la componente de la velocidad tangencial 
en las paredes, es decir. estancamiento total y deslizamiento total. La condici6n de 
estancamiento total se consigue haciendo nula la velocidad en todos los puntos ubicados 
en la.'\ fronteras s6lidas (realidad f{sica), mientras que la condici6n de deslizamiento total 
se implementa haciendo la componente tangencial a la pared de la velocidad igual ala 
del node interior mas cercano y haciendo nula la componente normal a la pared 
(condici6n de impermeabilidad de la pared). 
Los resultados obtenidos con la condici6n de estancamiento total se presentaron en el 
numeral anterior. Para el caso del deslizamiento total, los perfiles vertic ales de las 
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FIGURA 4.26. Isolfneas de nivel de la superficie libre obtenidas con el operador partido 
(linea continua) y con el operador Crank-Nicolson (lfnea a trazos). 
ITUR =3. Estancamiento total. 
componentes longitudinal y transversal de Ia velocidad se presentan en las Figuras 4.27 
, Y 4.28. El efecto de condici6n de borde es notorio con respecto al caso de condici6n de 
estancamiento total, obteniendose ahora un mejor ajuste de los resultados numericos a 
los datos e~perimentales (comparense la.c; Figuras 4.22 y 4.23 con las Figuras 4.27 y 
4.28). Tambien se observa que para Ia condici6n de deslizamiento total en las paredes, 
el esquema de Crank-Nicolson predice una zona de recirculaci6n mas Iarga que Ia que 
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continua, Crank-Nicolson: lfnea a trazos), 
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se obtiene con el esquema del operador partido (punto 11 en Figuras 4.22 y 4.27). 
Los vectores de velocidad. para los niveles 1, 7 Y 13, se presentan, para el caso de 
deslizamiento total e ITUR=3 en las Figuras 4.29 y 4.30. Se observa como el esquema 
de Crank-Nicolson pre dice una zona de recirculaci6n mas larga (11.1 veces la longitud 
del dique) que la obtenida con el esquema del operador partido (10.2 veces la longitud 
del dique), pero menor que la reportada en las mediciones (11.5 veces la longitud del 
dique). Ambos esquemas capturan tambien la zona de recirculaci6n que se presenta 
aguas arriba del dique. 
Finalmente, en la Figura 4.31 se muestran las isoHneas de nivel de la superficie libre 
obtenidas con los dos esqueinas numericos para la condici6n de deslizamiento total en 
las paredes s6lidas. Se observa como el esquema del operador partido predice una 
superficie libre mas irregular y de elevaci6n ligeramente menor que la obtenida con el 
esquema Crank-Nicolson fuera de la zona de recirculaci6n. Adicionalmente, el esquema 
Crank-Nicolson predice una elevaci6n ligeramente menor en la zona de recirculaci6n 
aguas abajo del dique que la estimada con el esquema del operador partido y que las 
estimadas en el caso de estancamiento total en las paredes laterales (comparar Figura 
4.31 con Figura 4.26). 
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FIGURA 4 . 31. Isolineas de nivel de la superficie libre obtenidas con el operador partido 
(lInea continua) y con el operador Crank-Nicolson (linea a trazos). 
lTUR=3. Deslizamiento total. 
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5. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES. 
EI principal objetivo de este trabajo de tesis se ha alcanzado. Se lograron implementar 
exitosamente dos esquemas semi-implfcitos en la soluci6n numerica tridimensional de 
las ecuaciones de Navier-Stokes para flujos a superficie libre. Mediante estos dos 
esquemas se ha logrado independizar el tamafio del intervalo de tiempo de cruculo de la 
malla en la direcci6n vertical quedando limitado por la condici6n de estabilidad CFL 
aplicada a la malla horizontal. 
La verificaci6n de los dos esquemas implementados se realiz6 comparando los resultados 
de las simulaciones numericas con soluciones analfticas de las ecuaciones linealizadas 
y con datos experimentales. La parte central del proceso de verificaci6n correspondi6 
a la comparaci6n de los resultados numericos con las soluciones analfticas del modelo 
linealizado. En este caso se tuvo en cuenta el efecto de los terminos convectivos y 
esfuerzos viscosos horizontales ignorados por la soluci6n analftica de las ecuaciones 
linealizadas. 
En los casos utiIizados en la verificaci6n de los esquemas con soluciones analiticas se 
observ6 una ligera diferencia entre ambos esquemas. Estas diferencias se atribuyen a la 
diferencia en el orden de aproximaci6n temporal de los esquemas y a que la difusi6n se 
maneja de manera diferente en cada esquema (discretizaci6n diferente de los terminos 
difusivos). As}, el esquema de discrdizaci6n de Crank-Nicolson es el que se comporta 
mas favorablemente debido a que tiene mayor orden de aproximaci6n temporal y es 
menos afectado por Ia difusi6n numerica. 
118 
Las diferencias encontradas entre los resultados de los esquemas numericos y la soluci6n 
anaHtica, en cercanfas de la frontera interior (r =rl ) de la bahia anular, corresponden muy 
probablemente ados efectos. El primero de ellos se relaciona con la discretizaci6n de 
la malla horizontal en cercanfas de esta frontera. Una densificaci6n de la malla alli, 
disminuini las diferencias. 
El segundo efecto, mas notorio en el caso de marea de amplitud variable, se relaciona 
con la suposici6n de aguas poco profundas. En este caso,las mayores diferencias con 
la soluci6n anaHtica se encontraron en las vecindades de la frontera intema cuando la 
amplitud de la marea, en esa zona, se encontraba cerca al valor mfnimo. En este instante, 
la amplitud de la marea es comparable con la profundidad del flujo, y se no es valida por 
10 tanto Ja suposici6n de aguas poco profundas. 
Los experimentos numericos realizados para varios tamanos delintervalo de tiempo de 
calculo mostraron comportamientos interesantes de los dos esquemas implemeniados. 
EI esquema Crank~Nicolson se mostr6 poco sensible al tamafio del intervalo de tiempo 
de cruculo. Los resultados obtenidos con el esquema del operador partido tienden a los 
obtenidos con el esquema Crank-Nicolson cuando el intervalo de tiempo de cruculo se 
hace pequeno. Esto se explica por el mayor orden en Ja aproximaci6n temporal que tiene 
el esquema Crank-Nicolson. 
El efecto del filtro matematico implementado para ambos esquemas para controlar las 
oscilaciones espureas es diffcil de cuantificar. La operaci6n selectiva de dicho filtro hace 
practicamente imposible el tratamiento anaHtico de su efecto sobre la soluci6n numerica. 
Los experimentos numericos mostraron que su inclusi6n en el algoritmo de soluci6n es 
necesaria. Se presume entonces, que el exito en la utilizaci6n de un intervalo detiempo 
de calculo igual a 1.5 veces el valor dado por la condici6n CFL es efecto de este filtro. 
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Como el objetivo principal de este trabajo se relaciona con el tamaiio maximo del 
intervalo de tiempo de calculo asociado a una malla de cruculo (condici6n CFL aplicado 
a la malla horizontal), no se consider6 necesario reaIizar experimentos numericos para 
estudiar la sensibilidad de los resultados al tamaiio de la malia espacial. Se espera que 
un refinamiento de ella simplemente mejorara la calidad de los resultados numericos. 
Ninguno de los dos esquemas implementados debe mostrar dependencia al tamaiio de 
la malla espacial; el intervalo de tiempo de cruculo que garantiza la estabilidad de los dos 
esquemas esta gobemado por el criterio CFL aplicado a la malla horizontal. 
Observando los efectos en el tratamiento de la difusi6n y la eficiencia del algoritmo de 
soluci6n, se puede recomendar el esquema de Crank-Nicolson sobre el esquema del 
operador partido. El algoritmo del esquema Crank-Nicolson es, aproximadamente, un 
25% mas eficiente (en tiempo de calculo) que el correspondiente al del operador partido. 
Los experimentos numericos realizados con los dos esquemas para el caso del dique 
(verificaci6n con datos experimentales) muestran, que des de el punto de vista 
estrictamente numerico, ambos esquemas se comportan adecuadamente. Mediante la 
utilizaci6n de ambos esquemas se capturaron las caracteristicas generales de este tipo de 
flujo. Las diferencias encontradas entre las medici ones experimentales y los resultados 
numeric os se deben a deficiencias en el modelo de turbulencia implementado. Los 
experimentos numericos presentados en este caso se hicieron con el objeto de comprobar 
las potencialidades del modelo conceptual. 
A pesar de que los experimentos numericos realizados no 10 evidenciaron, es posible que 
el operador partido genere violaciones a la ley de conservaci6n de masa por aplicarse a 
la forma no conservativa de la ecuaci6n de movimiento. Para evitar que esto ocurra, se 
recomienda modificar el modelo para que utilice la forma conservativa de dicha 
. ecuaci6n. 
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Con el proposito de realizar aplicaciones del modelo conceptual aqui utilizado a una 
gama mas amplia de problemas pnicticos, se recomienda tener en cuenta las siguientes 
consideraciones: 
• 	 EI modelo de turbulencia debe ser mejorado para aplicaciones que inc1uyan 
efectos termicos, efectos de gradientes de densidades, y transporte de especies 
(salinidad, sedimentos, etc). En particular, para tener en cuenta los efectos de 
corrientes de viento sobre la supeficie libre, se debe considerar otra estructura 
diferente del coeficiente de difusi6n por turbulencia. Los modelos aquf 
presentados sirven para predicciones de patrones de flujo muy generales. 
• A pesar de la utilidad del filtro matematico implementado, se recomienda su 
exclusi6n del modelo y buscar otros mecanismos para el control de las 
oscilaciones espureas nodo a nodo. Se puede pensar en la implementaci6n de 
funciones de interpolaci6n que introduzcan. el efecto "upwinding" 0 en la 
adaptaci6n de los dos esquemas de discretizaci6n aquf desarrollados en 
algoritmos con· mall a espacial desplazada. Estas dos tecnicas son de uso 
frecuente en hidrodinamica computacional. 
• Los operadores diferenciales desarrollados para la discretizaci6n espacial exigen 
una transformaci6n de coordenadas, pues las funciones de interpolaci6n 
utilizadas se definen en un dominic local. Esta transformaci6n asume que la 
malla espacial es practicamente horizontal. En caso de no cumplirse esta 
suposici6n en aplicaciones a casos de la vida real, se deben realizar las 
correcciones respectivas. 
• La validaci6n de un modele numerico es un proceso y como tal nunca termina. 
Se deben buscar aplicaciones con datos experimentales que permitan comprobar 
la calidad de las soluciones. Aplicaciones ala Cienaga 'Grande de Santa Marta, 
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en donde se Henen algunos datos de campo, sedan un buen reto para trabajos 
posteriores. 
• 	 EI modelo conceptual aquf presentado, con las soluciones numericas validadas, 
forma la base de un modelo conceptual mas general. Por ejemplo, la inclusion 
en este modelo de dos ecuaciones de conveccion-difusion, una para salinidad y 
otra para temperatura, permitira simular flujos estratificados como el tfpico que 
se encuentra en la Cienaga Grande de Santa Marta. Otro ejemploes el· de 
implementar las ecuaciones que permitan la simulacion del transporte de 
sedimentos. 
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